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Odbitka z czasopisma „Przegląd Matematyczno-Fizyczny* r. 1925. 


Skład i druk wykonano w zakładach graficznych „Książnica-Atlas* we Lwowie. 
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Praca niniejsza zawiera treściwy i elementarny wykład 

` własności utworów geometrycznych w geometrji nieeuklidesowej 
hiperbolicznej. Badanie przeprowadzone jest przy pomocy inter- | 
pretacji, podanej przez Poincarégo w rozprawie ,Sur les hypo- | 
thèses fondamentales de la géométrie“, Bulletin de la S. М. Fr., | 
rok 1888. Z pośród wielu interpretacji geometrji nieeuklideso- | 
wej, podanych przez Poincarë'go i innych matematyków, inter- | 
pretacja, którą posługuję się w tym wykładzie, mojem zdaniem, | 
jest może najprostszą, а z drugiej strony także w prosty spo- f 
sób daje sie ujaé analitycznie. | 
Ж | 
| 


Co to jest interpretacja? Pomiędzy tworami, któremi zaj- 
muje się matematyka, istnieją pewne stosunki i zależności, 
przyczem całokształt tych logicznych wiązań może być oddzie- 
lony od treści wyobrażeniowej, która w naszym umyśle zwykle 
jest skojarzona nierozdzielnie z przedmiotem badania matema- 

š tycznego. Przy takiem oddzieleniu całokształt wiązań logicznych ` 
staje się czemś samowystarczającem. Jednocześnie zyskujemy 
to, że jeden i ten sam schemat wiązań logicznych może mieć 
rozmaite i wielokrotne zastosowanie, zależnie od tego, czy nam 
uda się podstawić na miejsce nieokreślonych dotąd elementów. 
między któremi zachodziły owe zależności, taką albo inną treść 
matematyczną. Mamy tu jakgdyby abstrakcję abstrakcji; wy- 
chodząc ze Świata przedmiotów konkretnych, przy pomocy 
abstrakcji (pierwszy stopień) budujemy przedmioty idealne, np. 
punkt, prostą, koło i t. p. Koło nasze nie jest już tem albo 
owem kołem z drzewa lub tektury, ale pojęciem oderwanem. 
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lecz w każdym razie jeszcze silnie związanem ze światem przed- 
miotów konkretnych, z którego się to pojęcie wyłoniło droga 
abstrakcji. 

Możemy pójść jeszcze krok dalej, zerwać ostatnie więzy, 
łączące nasze rozważania ze światem przedmiotów konkretnych. 
Między idealnemi tworami, któremi zajmuje się geometrja, 
istnieją związki, które poznajemy drogą rozumowania logicznego, 
gdyż możemy otrzymać te zależności w postaci twierdzeń ze 
stosunkowo niewielkiej liczby aksjomatów. Nazwijmy а, b, с,... 
te zasadnicze utwory, przy pomocy których budujemy wszyst- 
kie inne w danej gałęzi matematyki. Narazie możemy wyo- 
_brazić sobie, że a to są np. punkty, b proste, c płaszczyzny... 

Lecz łatwo spostrzec, iż te same zależności, ten sam całokształt 
wiązań logicznych może istnieć nawet i wtedy, gdy a,b,c,... 
oznaczają jakieś określone, ale zupełnie inne niż poprzednio 
utwory geometryczne. Nastręcza się więc tutaj możność posu- 
nięcia się o krok dalej w abstrakcji: niech a, b, с,... ozna- 
czają teraz dowolne, bliżej nieokreślone twory pojęciowe, scha- 
rakteryzowane tem tylko, że są to takie pojęcia, takie twory 
myśli, między któremi zachodzą właśnie związki, stanowiące 
pełny zbiór aksjomatów, tyczących się elementów myślowych 
a, b, c,... Oczywiście, te aksjomaty muszą być dane i one sta- 
nowią określenie utworów а, b, c,..., mianowicie а, b, с,... są 
określone przez to, że spełniają taki właśnie, a nie inny zbiór 
aksjomatów. Jeżeli na miejsce nieoznaczonych bliżej pojęć a, 
b, с,... podstawimy określone twory А, В, C,..., między któ 
remi zachodzą poprzednio wspomniane związki aksjomatyczne 
i tylko te, to wszystkie twierdzenia, wynikające z tych aksjo- 
matów będą również miały miejsce Ша А, В, С,... 

Otóż takich podstawień A, B, C,... może być nieskończe- 
nie wiele. I może się zdarzyć *), że powstające w ten sposób 
geometrje utworów А, В, С,...; А, В,, С.,...; As, By, C,,... 
są równoważne między sobą, równoważne w tem znaczeniu, 
że istnieje odpowiedniość doskonała między twierdzeniami takich 
dwóch geometryj. Uzmysłowić to można, jak to robi Poincarć, 
przy pomocy słownika. Wypisujemy jak w słowniku po jednej 
stronie czyli w jednej kolumnie nazwy utworów А, В, С,..., 
np. punkt, prosta i t. d.; następnie wypisujemy zawsze w tej 


*) Jeżeli układ pewników jest kategoryczny. 


samej kolumnie terminy, wyrażające podstawowe związki między 
temi utworami, jak np. leżeć na, przecinać się, i t. d. Naprzeciw 
każdej z tych nazw А, В, С,... lub terminów, wyrażających 
wspomniane związki, piszemy po drugiej stronie odpowiadające 
nazwy utworów А,, В,, C,,... lub ewentualnie zdania, wyraża- 
jące odpowiadające związki między temi utworami. Wystarczy 
teraz wziąć jakiekolwiek zdanie (twierdzenie), wyrażające wła- 
sność geometrji utworów A, В, C,... i zastąpić każde słowo lub 
ewentualnie niektóre wyrażenia tego zdania przez jego odpo- 
wiednik, przy pomocy opisanego tylko co słownika; w ten spo- 
sób otrzymamy nowe zdanie (twierdzenie), które będzie wyra- 
zalo własność geometryczną utworów А,, B,, C,,... Mamy tego 
przykład bardzo znany w zasadzie dwoistości geometrji rzuto- 
меј. Wystarczy np. na płaszczyźnie punkt zastąpić przez pro- 
stą, prostą przez punkt, zdanie: „punkt leży na prostej* zastą- 
pić przez „prosta przechodzi przez punkt* i odwrotnie, by 
z każdego twierdzenia otrzymać nowe twierdzenie, również 
prawdziwe. 

Przypuśćmy, że mamy dwie takie geometrje, pierwsza 
utworzona z elementów zasadniczych А, B, C,..., a druga z two- 
rów А,, Bı, C;,...; między twierdzeniami obu geometrji istnieje 
odpowiedniość doskonała i obie odpowiadają temu samemu ide- 
alnemu schematowi wiązań logicznych. W takim razie geome- 
trję tworów A,, B,, C,,... będziemy nazywali interpretacją geo- 
metrji tworów А, В, C,... i naodwrót. Jasną jest rzeczą, że dla 
zapoznania się z całokształtem wiązań logicznych danej geo- 
metrji obojętną jest rzeczą, którą z interpretacyj bierzemy pod 
uwagę; w praktyce wyższość ma możliwie najprostsza (chociaż 
pojęcie prostoty jest bardzo względne!). 

W niniejszym artykule będziemy mieli z jednej strony 
jako utwory А, В, C, . . .-punkty, proste i t. 4. geometrji nieeukli- 
desowej hiperbolicznej (Łobaczewskiego), z drugiej zaś strony, 
jako utwory А,, B,, С,,... im odpowiadające, pewne utwory ge- 
ometrji euklidesowej, jako to punkty, jako odpowiedniki punk- 
tów, hiperbole, jako odpowiedniki prostych i t. p. 


92 
Zajmiemy się narazie geometrją przekrojów hiperboloidy 


dwupowłokowej 2° — x° — у? = 1 płaszczyznami, przechodzą- 
cemi przez Środek (punkt początkowy układu spółrzędnych). 
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Ta sama geometrja stosuje sie do hiperbol, które sa rzutami 
wzmiankowanych przekrojów na płaszczyznę xoy. 

Można ustalić jednoznaczną odpowiedniość między punk- 
tami hiperboloidy 2° — x? —y* = 1, a płaszczyzną zmiennych 
(u, v) zapomocą wzorów: 


Z= Chu CRY; 
= Shu Chy, 
у =Shv, 


gdzie Chu =4 (ee +e"), а Shu=4(e'—e 


Każdemu punktowi u, v płaszczyzny (u, v) odpowiada ję- 
den punkt na powłoce górnej H, hiperboloidy, tak iż z > 0. 
Odwrotnie, każdemu punktowi (х, у, 2) na powłoce górnej 
H, odpowiada jeden punkt na płaszczyźnie (u, v). W rzeczy sa- 


теј у = аге Shy (jednoznaczność!!); dalej u = arg Th, co 


także wyznacza u jednoznacznie, gdyż z > 0. 

Ograniczymy nasze rozważania do jednej powłoki /7,; tak 
samo rzut na pł. xoy będzie się składał z jednej tylko gałęzi 
hiperboli. 

4. Prosta. 


Prostą (a, b, c) nazwiemy przekrój H; płaszczyzną ax- 
-by--cz=0 (lub odpowiedni rzut). Zauważmy, że, jeżeli 
punkt (х, у, 2 > 0) leży na prostej (a, b, с), to punkt (— x, — y, 

- 0) leży na prostej (— a, - b, с). 

Jeżeli przekrój wspomniany rzucimy na płaszczyznę хоу, 
to otrzymamy równanie rzutu, hiperbolę: 


(ax -- by)? — сх? — c?y? — с? = o, (przyczem ыт Тл 0), 
czyli (а? — с?) x° — 2ab xy + (b° — с?) y? = c Se AE 


Ograniczymy się do przypadku, gdy az-- b > c*; MAŁ 
а? |-b* < с? nie daje hiperboli, lecz urojoną elipsę i w tym 
przypadku płaszczyzna ax --by -- сг = о nie przecina utworu 
Н, ; (elementów urojonych nie wprowadzamy). Gdy с = 0, mamy 
prostą ax -+ by = 0. Przypadek, gdy а? --b*=c* jest przypad- 
kiem granicznym; wtedy płaszczyzna ах —by--cz=0 jest 
styczna do stożka asymptotycznego 2° — х? —y*=0. Niech 
a? + b? =c*--o*; równanie hiperboli (1) przyjmie kształt 
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5 WRC JSC 
а? = (b cos Ө — a sin Ө)? — pi» 


gdzie х = г сов ©, y=rsin6, (spółrzędne biegunowe). Gdy 
| а > 0, to r > co, i w granicy bcos Ө — asin Ө = о. Mamy więc | 
| punkt niewłaściwy na prostej bx — ау = o. | 
Ostatecznie więc możemy prostą nazwać trójkę liczb | 
| (а, b, с), przyczem а? —b* > c*. Warunek, by punkt (x, у, 2) | 
leżał na prostej (a, b, c) wyraża się równością 
ах--бу--сг--0, przyczem jeszcze (ax + by) c < o. 


5. Punkty nieskończenie odległe. 


Dla punktów nieskończenie odległych czyli niewłaściwych 
zachowamy zwykły punkt widzenia: będą to punkty nieskoń- 
czenie odległe na H, lub ewentualnie w płaszczyźnie rzutu. 
Proste równoległe będą te, które mają wspólny punkt niewła- 
Ѕсіму. 

6. Postać normalna równania prostej. 


p 


W równaniu ах --by--cz=0, jak wiemy @ -+b >œ. 
Usuwając przypadek graniczny a*--b*= c, mamy zawsze 
а? -+ b? > с?, Można więc, przez pomnożenie trzech liczb a, b, с 
przez odpowiedni czynnik normujący, sprowadzić równanie | | 
ax + by + cz =0 do postaci takiej, by а? +- b? — с? = 1. Wtedy | 
można tak dobrać 4 i a, by а= Сй2сова, b= Ch 2 ѕіпа, 
c= Sh¿. Taką postać równania prostej będziemy nazywali po- _. Т 
stacią normalną i będziemy stale w dalszych rachunkach ро- | 
sługiwać się równaniem prostej w tej właśnie postaci. | 


7. Prosta łącząca dwa punkty. 


Przez dwa punkty przechodzi zawsze jedna i tylko jedna 
prosta, (zakładamy, że punkty są różne). | 
Niech (X, у, 2) i (Xs, у, 2) oznaczają dwa różne punkty. | 
By uzasadnić nasze twierdzenie, wystarczy udowodnić, że ist- są | 
nieje zawsze rozwiązanie układu równań: 
ах, -- by, F ez; =0 MI 
ах --0у,--с2--0 | 
а? |- b? 02 — 1. 


Z dwóch pierwszych równań wynika, że: 
a = k (ус — у 2) 
b = k (z, xs — 2201) 
c = k (Xr Ya — Xs 1). 


wama... 


( 
| 
| 
| 


Z trzeciego wynika, że: 
К (Гу, 25 — ys 24)? - (zi xs — 24 X)? (х, y: — Xa Ji) = 1. 
Lecz z tożsamości Lagrange'a *) wynika, że: 
(у: Zə — Je 2,)* | (2; Xa 2% х,у)? "ua (x, Y2 Xo y)? A 
= (Z, Z — Xi Xs — yr у) — 1. 
Zauważymy teraz, że jest: 
Zi Za — Xi X у, Уз > 1; 
w rzeczy samej (tożsamość Lagrange'a): 
22, =(1 Fx; -y;)(1--x,-y,) = (x x, + y y,+ 1) -- (x, y, — 4 
у) Fl —x,); аміесг А xi y yi FL; 
zważymy, że 2, >0; 2, > О, stąd wniosek, że 2,2: > x, X, -|- 
+ у, Ja ЖЕ 1, czyli &1 29 X, Xa — у Ya 2 1. Dalej 
1 
k=- БАЙ : Ө k= +- 1 = . 
(2422 — Хх — yp a |P — 1 V (2,2 — xX — yy) — 1 
Znaleźliśmy jedną i jedną tylko prostą. 


Jednocześnie udowodniliśmy, że: 
(y. Zo Yazi)” (21 Xə 25 хі): > (X, Je Xs yı)”. 


8. Przecięcie się dwóch prostych. 


Niech (а), b,, с) i (ay, bs, с) oznaczają dwie proste. Punkt 
przecięcia się (x, y, ż) tych dwóch prostych, o ile istnieje, czyni 
zadość układowi równań: 

q, X FD; y ++ (42 = 0 


Gs X + b,y +c s z = o. 
O ile układ ten niema rozwiązań, proste sie nie przecinają. 
Z równań wynika, że: 
x= k (bió 6С), y= (с, G, — c, G), 2--Е(а; б —4,8,). 


*) Tożsamością Lagrange'a nazywamy tożsamość: 
(Aa+-B3+-C7) +(AB— Ba)” + (B; — CB)” + (Ca — Ay) (ав + 
+ С") (а +1); 


kładąc Ахуй, B= vi, C=ż, G= xl, B=Jel, Үз-7. otrzymamy: 


1 1° ә 
(z É š 9 % M ») E (х, У Xo У y wy (z, x, 2; x; ү (>, 2 У 2, үр 
e E e 


o co właśnie chodzi. 


Lecz z —x — y = 1. Więc 
k” ((а, b, - G, 0)? - (byc: - b, cz)” - (с, 4; Cz dy)” | -- 1. 


Tożsamość Lagrange'a: 


(d, Gy —H D, bę — CC) е (a, bę — ab, || — (b, c — byc, | — (ёа = 
- (904) = (а, + br с) (aż + b; — с) = 1. 
Stąd kB (1 — (a, G, —— b, b; — c, Cz)) = 1. 


Widzimy więc, że dwie proste przecinają wtedy i tylko 
wtedy, gdy spełniony jest warunek: 


a, G, + b, b, — сс КЕЛМЕ, 72. 


Gdy | а,а, --b,b; — сус» | =1, to proste nazywać będziemy 
równoległemi; jest to przypadek graniczny poprzedniego. Pozo- 
słaje jeszcze przypadek, gdy 


| a, a, — 6, 6 — €, с | > 1. 


Wtedy proste ani się nie przecinają ani nie są równoległe. 
W każdym razie wtedy dwie proste nie mają żadnego punktu 
wspólnego. 

Równania prostej piszemy zawsze w postaci normalnej. 


9. Przez punkt dany przeprowadzić można dwie 
proste równoległe do prostej danej. 


Z punktu danego (х,, yı, 2,) można przeprowadzić zawsze 
dwie i tylko dwie równoległe do prostej danej (а,, b;, c,), [za- 
kładając, że punkt (x,, yı, г) nie leży na prostej (а), 5,, c,)]. 

Niech (a, b, c) będzie prostą szukaną. Wtedy trzy liczby 
а, b, c muszą zadość czynić trzem następującym równaniom: 


аа, — bb, —cc, =1, (warunek równoległości). 
ах, + бу, + cez, = o, 
а? -- b? — (= Ë 


które trzeba rozwiązać. Rozwiązując, znajdujemy zapowiedziany 
wynik. Ponieważ rozwiązanie jest dosyć długie, prędzej doj- 
dziemy do celu, rozumując w sposób następujący. 

Równanie $? + 7? — 5° = | jest równaniem hiperboloidy je- 
dnopowłokowej, sprężonej 2 hiperboloidą 5° — 2° — 1° = 1,1. j.dwie 
te hiperboloidy posiadają ten sam stożek asymptotyczny 2? + 1)? — 


2—6 =0. 


Szukane wartości na а, b, c są wartościami š, 1, 5, speł- 
niającemi układ trzech równań: 

à,Š + bn — c, Š = 1, | 
x, Š + yn + 40=0, 

$2-- 2 — 2 = 1. 


Dwa pierwsze równania razem wyrazaja prosta ! (przeciecie sie 
dwóch płaszczyzn). Chodzi więc o punkty przecięcia sie pro- 
stej (1) z hiperboloidą jednopowłokową 5* -+ n? — S*=1. 

Wiemy, że tych przecięć nie może być więcej jak dwa. 
Chodzi więc tylko o przekonanie się, czy punkty przecięcia się 
prostej (/) z hiperboloidą 5-7 —S*=1 są rzeczywiste. 
w Душ А wystarczy zauważyć, że stożek asymptotyczny 

Ly? — 2 — 0 dzieli przestrzeń na dwie połacie; każda pro- 
Ші” жер нас» z początku układu spółrzędnychi i leżąca w pierw- 
szej połaci, przecina карбонат 6° — &# — n? = 1, a nie prze- 
cina hiperboloidy 5° -+ 1? — С° = 1, przeciwnie, każda prosta, 
wychodząca ze środka i mieszcząca się w drugiej połaci, prze- 
cina hiperboloidę 2? -- n? — ©? = 1; a nie przecina hiperbolóidy 
62 — 28 — 2 = 1. Jeżeli równanie takiej prostej napiszemy 
w posłaci: £ = 

т. mp 
to prosta ta nalezeé bedzie do pierwszej lub drugiej klasy, za- 
leżnie od tego, czy р? > m° + n2, czy też p” < т*-|- n°. 

Każda prosta, równoległa do prostej pierwszej klasy, musi 
przecinać powierzchnię С° — $* — 7* = 1, każda zaś prosta, rów- 
noległa do prostej drugiej klasy, musi przeciąć powierzchnię 
E -Hne — 6 = 1. 


Nasza prosta (/) jest SE 0a do prostej: 


mom p 
gdzie m= y t — 2,04, 
П--2,4,-ХС, 
p=x,b, —y a, 
przyczem c = — с,. Porównajmy р? z т? +- nš; 
р? — т? — п? = (50 — уа, }? — (2,0, —x,€)? — (у.с —2,0,)* = 
ET. — (0X, | 1); — C 2,)? < 0; 
tak więc р? < т? m n* i prosta (/) musi przeciąć w punktach 
rzeczywistych powierzchnię 2° -|-7* — 6? = 1. Żaden z tych 
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punktów nie może być punktem niewłaściwym, gdyż musiałoby 
wtedy być р? = т? --n*, co jak wiemy, niema miejsca. Twier- 
dzę dalej, że te dwa punkty przecięcia są różne; gdyby bowiem 
złewały się razem, to prosta (/) 


Q 5 0,7 c= 1, 

x, Š —+ y, п 4-26 = 0, 
musiałaby być styczną do powierzchni š2 n? — С° = 1. Po- 
nieważ równanie: 

a, š+ бу —(,0= 1, 
wyraża płaszczyznę styczną do powierzchni £? -+ ү? — 5° = 1 
w punkcie š a, 1 =b,, С = с, więc nasza prosta (/) może 
być styczną do $° -+ 7? — 2° = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy prze- 
chodzi przez punkt (а), b,, с,), co ma miejsce wtedy i tylko 
wady, gdy а Х; T b, У T 621 = 0, 


t.t. gdy punkt (x,, Yı 2,) leży na prostej (а), b,, с,)! 


10. Warunek, by trzy punkty leżały na jednej pro- 
stej, i warunek, by trzy proste przecinały sięw jed- 
nym punkcie. 


Trzy punkty (24, у, 24), (X>, Yə 2), (Xs; Js, 2) leżą na 
jednej prostej wtedy i tylko wtedy, gdy: 


|а А а 
|x Pisza EM. aae С! 
Xs Vs 2 


Tak samo, warunek, by trzy proste (а,, b,, с.), (а, ba, Co) 
і (аз, bs, cz) przecinały się w jednym punkcie, jest: 


| a, b, с, 
а. bg] = 0: - Lus kS a da 
| а; bz е; | 


11. Grupa przekształceń ruchu. 


Grupę przekształceń ruchu utworzymy z przekształceń 


linjowych: 
SZK X, = a, x -- оу Haz 


у, = Вх Bs) -F Ёз2 УА БУА AL) 
Zi = 7, x -| 73) + 782, 
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które trójkę liczb (х, y, z) przekształcają na trójkę liczb (X,, у, 24): 

lecz obie trójki liczb muszą być punktąmi, czyli dochodzi je- 

szcze warunek taki: „jeżeli 2° — х? — у? = 1, toi 27 — x, — у= 1, 

i odwrotnie“. Lecz: 

23 х у =|(747—8, —w)x (8 — 8, — a) у + [y,— 8, — ай 

= 2 (1 7a biba — M 09) XY --2( 7 — B, Bs — ax 05) xz + 2 (yay; — 
— Pa Ds Qą dz) YZ == Ez x yi 


Stąd: Й B a= lp 14 7a — В. Ве — a, a, = 0, 
„? 2 сме 5/7 ; 
+= Pa == l, Va Ys: — Ba Ёз — a, Gs 0, 
„e 02 PORZ A): Җ 9 | 2 
Tw ady Е 1, 79 7з Ds Вз — Gs аҙ 0. 


Ес ПЕ (ы 
) 


| 4] ` 
(Bi Bs Pa + l. ы. (0) 
E W TAR 8 
W rzeczy samej Z 57: — 2,0 — 4 4 = 0 
47 В ҙ -- G, g = 0, 


wynika ją =2k(6; а 3860), 
а, = k (P23 — Ps Ya), 
, = k (Va a — 7405); 
natomiast уу @——а==— 1, 
czyli: K* (08, а — Bsa)? — (Be Ys — Bs ta) — (Y a, — 15%)” | = — 1. 


Tożsamość Lagrange'a pozwala równanie poprzednie na- 
pisać w postaci: 


(= B— aż) (75 — B= aż) (аза, 4-8,8, — аа ZL, 
czyli: Жы ЛЫН” +1. | 


A więc: |a В, у, 


| қ М 
| dg ӘБ y | = «(037 Ya 8%) В, (9 0; 79%) -| 
d 7. ду: | 
ко 4 


3 2 Жуу, [9 1 
71100; — Apa) = — tT P 


Otóż przekształceniami grupy ruchu będziemy nazywali 
tylko te z pośród rozważanych przez nas poprzednio przekształ- 
ceń linjowych, dla których wzmiankowany wyznacznik równa 
się + 1. 


Odwrócenie zależności, czyli przekształcenie odwrotne: 


l” ae a, KS dą Абу 


D Š | | 
x = D , gdzie D = | һ ó B, |=, D = |) Ba дз | 
КЮЛ Oa wy 90 228: 7/2 78 1 
= x, (8375 Bata) — У, (Y2 G, — 730) FH 2, (as Ps аз pa) = a, x, 
! 2 у т 
г 21У, Аа. 


Tak więc znajdziemy ostatecznie: 
X = ax, + у, — А, 
у= ах, Въуз — 7221, жары 74 2346) 
z = — d; X, — У--%2) 


te zależności są tego samego kształłu, co poprzednie, czyli 
także musi być: 


а-ға =" ihi Qa dą — 40 = 0, 

h В Вз == 1, 6411 dą 79 — dz; = 0, 
aj дуб 24, Da 13%, QE 

Vi 7% уат 1, 017177 Әз» Bs Ys == 0, 


ponieważ 2° —x* — у? jest niezmiennikiem naszego przekształ- 
cenia. 


12. Niezmienniki. 


Zajmiemy się najprzód niezmiennikami dla spółrzędnych 
punktowych. Chodzić nam będzie o funkcję spółrzędnych dwóch 
punktów (X,, у,, 2,) i (X,, у, 2), która nie zmienia się przy 
ruchu, t. j. przy przekształceniach ruchu. 

Jeżeli X;, у,, 2, і Xə, Js, 2 są spółrzędne tych dwóch 
punktów, а х,, у, 2, i x,, y,, 2, punktów im odpowiadających, 
to istnieje niezmiennik /(х,, V;, 2,, X», Vs, 2), о ile ta funkcja 
posiada własność, wyrażającą się równaniem: 

P> У, 21, х, У, 23) = (х, Уа е Xs; Уз г 

Zauważymy przedewszystkiem, że: 

(2. — 2,)? — (х. — x,)* — (Ja — Ja)” 
jest niezmiennikiem, ponieważ związki między х, —X,, у, —у;, 
2,-2, z jednej, a x, - х,, у, — у,, Ze — 2, Z drugiej strony są 
takie same, jak pomiędzy x, у, Z, а х,у, z, mianowicie: 
X, — X, а (X, — X) -|- а (у — JĄ) + 44 (Z — 2), 
y; — y, = Ph (xs — X) -1- B> (ys — yi) — Ps (Z: — 24), 
2, = (X — x) fa (Va — уз) + 7, (2 — 2). 


RA 


Stąd wniosek, że: 
(2—2,)— (у,—у,)#— (x, —x,)*=(2:—2,)*— (у„—у,)*— (к —х,) 
lecz: ” 

ур =) езу) 
— 2(212, — JJ: — X, X,). 


А więc ZZ, — XX — Уу = 2,4 — Xi Xs — Ji Уз, 
czyli że: Zyd е Na YUY Т | 


jest nowym niezmiennikiem. 


13. Odległość dwóch punktów. 


Niech będą punkty (х,, у,, 2) i (X2, ys, 2). Odległość d» 
tych dwóch punktów powinna spełniać, jako funkcja zmien- 
nych хі, ул, 24.1 Xə, уз, 2 następujące warunki: 

1) Być niezmiennikiem przy przekształceniach ruchu; 

2) d,, = da; 

3) ds = 0; gdy х= х,у; = ya," 2--2 1”TylkO wtedy; 
poza tem d, > 0. 

4) Jeżeli trzy punkty (X, Ji, 2), (Xs, Va, 2), (Xs, Ўз, 23) 
leżą na jednej prostej, to dis + @ = dis, о ile punkt (Xs, Ys, 2.) 
leży między dwoma pozostałemi. 

Odcinkiem będziemy nazywali zbiór wszystkich punktów 
(x, y, 2) prostej, zawartych między dwoma jej punktami. 

Wyraz „między* będzie miał dla nas zwykłe znaczenie. 
Analitycznie, punkt (х, у, 2) leży między punktami (x, y,, 2, 
i (х,, Y», 2), o ile wyznaczniki: 


| 1 | | 
FH Келш ЖЫ 
mają znaki różne; о ile zaś х,у — xy, і х,у — xy, są tego sa- 
mego znaku, to punkt (x, y, z) jest zewnątrz dwóch pozosta- 
tych punktów. 

Jeżeli ma być spełniony warunek, że po ustaleniu jednego 
punktu (końcowego) odcinka, odcinek tem samem nie jest je- 
szcze unieruchomiony, lecz posiada jeszcze jeden stopień swo- 
body, to w takim razie może być dla pary punktów jeden tylko 
niezmiennik niezależny ; t. |. każdy inny musi być funkcją pierw- 
szego. W rzeczy samej, załóżmy istnienie dwóch niezmienni- 


Ry WARTA 
x 


awa AREA S ага Spa, Le ыи 
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ków niezależnych dla pary punktów, wtedy przy przekształce- 
niach ruchu mielibyśmy: 

РЕ; Yis 2» Xas Vas 2,) = Const, 

P (Xis у, 2) Х,У» 2,) = Const. 


O ile ustalimy x,, y,, 2,, to mamy Ша x,, y,, 2, równania: 


Г (х, У» 2, X, у, z) = С, 
ф(х,, У» Zo X, у, 2) т” C; 
z2 — x: — y: = |, 
Przez te równania х, у, 2 są ustalone, о ile niezmienniki sa 
od siebie niezależne. Czyli punkt początkowy (x,, y,, z) od- 
cinka określałby położenie punktu końcowego (х,, у,, 2.) wbrew 
założonej swobodzie ruchu. 

Na tej zasadzie przyjmiemy istnienie jednego tylko nie- 
zmiennika grupy ruchu dla pary punktów. 

Ponieważ d, jest takim niezmiennikiem, więc 2,2, — x, x, 

=YP =7/(d,.), 1. j. 2,2, —X,X, —y,y, jest funkcją niezmien- 
nika d... 

Postaramy się utworzyć niezmiennik, któryby spełniał 
wszystkie warunki 2), 3) i 4). Zaczniemy od warunku 4). Przy- 
puśćmy, że rozpatrujemy przypadek, gdy х,у, — х,у, nie równa 
się zeru. Oczywiście, musimy założyć także, że f(d „) = f (d„). 

Niech trzy nasze punkty leżą na jednej prostej. Wtedy: 


X, у А 
| X, Va 2, 0 
| х; Ув Zs | 
Lecz 
х у, | х у А x, Jı 
4|X y, а У, zz,| = |x, y, а. уу, хх 
x Js 2 x Уз 2,2, X y 2,2 У,у» хх 
аған APO, 
=|x y, ад | 20, 
Ë Х,У. .Ғ(6,) | 
czyli: 
(х,у, х,у.) ! (х,у, X,y,) f (d) Р (x, y, x,y,) f (d) =0. 
Tak samo: 


(xy, Ж х,у.) Ға.) Г (х,у, zy х, у,) = (x, Ja х,у.) Ғ(а,.) 0, 
(х,у, 5 х,у.) f (d) Ж (х,у, X, У.) Ғ(а,.) (х, Уу» , х,у.) U. 


A więc warunek, by trzy punkty leżały na jednej prostej, 
przyjmuje postać: 


1 /(а,) Ғ(а,) | 
| f (a) 1 Fida) k= 0, 
| /(а„) ACAS 1 


czyli rozwijając : 
1 -2/(d,)f (d.) Г (d„) —7*(d,) —F*(d,,) — f*(d,,) = 0, 
skąd: sj 5% 
f (d) = 5) . f (d.,) AB ! (/%(а,)--1) (а) т 1). 
` Możemy teraz zużytkować warunek 4). Mianowicie z wa- 
runku tego wynika, że: 
d, = + (d Г 4), 
a więc /(а,)-/(а,, +d), zależnie od wzajemnego uporządko- 
wania naszych trzech punktów. Stąd: 
(а, Li а.) => f(d) $ АСА) | ү (Ра) 1) Fa) 1). 
Gdy punkt trzeci zlewa się z punktem pierwszym, to 2,2, 
У,у, — Х.Х, 1, dalej 4,-- 4,1 4,- 4,--0 i funkcja /(а,) 
równa się jedności. Stąd widzimy, że w ostatnim wzorze musi 
być po obu stronach albo jednocześnie —-, albo jednocześnie 


Mamy więc ostatecznie wynik taki: funkcja / (d) powinna speł- 
niać równania funkcyjne następujące: 


fu +v) =ru). fo + ү {чп 1 (760) 1), 
fu— у) = (ш). ГО) Viw — 11 (w) — 11; 
stad przez dodawanie wynika: 
ѓа + у) rflu—v)=2/(u)./f0, . . . (9) 
Taki jest funkcjonalny wyraz warunku czwartego. 
14. Równanie funkcyjne /(u--v) +-/(u —v) = 2/(u) . f(v). 


Udowodnimy, że jedynemi funkcjami сізріеті, czynią- 
cemi zadość warunkowi (9) są funkcje cosku i Сл Ки. 

Zauważymy przedewszystkiem, że funkcje /(u)=0 i/(u)=1 
spełniają nasze równanie funkcyjne. Odsuniemy te rozwiązania 
banalne i zajmiemy się poszukiwaniem, czy istnieją inne. Zróbmy 
narazie założenie, że takowe rozwiązania (funkcje) istnieją i po- 
staramy się zobaczyć, jakie własności posiadają. Niech v = o, 
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- RZAD s EA а xs 


= atl — 


там. IE: 


ska >. 
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wtedy 2/(u) = 2/(u) . f(0); ponieważ f(u) == o, więc /(о)-- 1. 
Dalej z powodu ciągłości funkcji /(u) istnieje takie otoczenie 
punktu z = o, w którym funkcja przyjmuje wartości, zawarte mię- 
dzy 1—1 1 -+ e, przy ғ > o dowolnie małym. Jeżeli w równaniu 
funkcyjnem uczynimy и = o, to otrzymamy: 


fw) +f(— v) = 27(0)/(0) = 2f (v), 


czyli f(—v)= f(v) i funkcja nasza jest parzysta. Wystarczy 
więc uwzględnić np. tylko prawostronne otoczenie punktu и — o. 

Przypuśćmy, że punkt u=a jest o tyle w otoczeniu 
punktu u=o, że nietylko /(а)-- > o, ale że /(и) > o dla 
każdej wartoŚci u w przedziale (о, a), co jest możliwe na za- 
sadzie poprzedniej uwagi. 

Równanie funkcyjne określa wartość /(u) dla każdej war- 
tości u, o ile tylko znamy jej wartość w punkcie wspomnia- 
nym u = a. 

W rzeczy samej, jeżeli w /(u + v) -+ f(u — v) = 2f (u) . f (v) 
podstawimy kolejno: 


U EW == 
ZZA CZE 
ZAMÓW ŻA 


М 


P= POWO 


, 


to otrzymamy: 


f (2a) =2f*(a) — 1, 

f (За) — 2f (2a) f(a) — f(a), 

f (да) = 2f (30) -f (a) — f 20), 
f (5a) = 2f (4a) . f(a) — F (30). 


(A 2711р ара) р 2)a), 


t.j. wzory dla ERĄ wartości z, które są wielokrotnościami a. 


W zależności /(2a) = гі (a)—1 uczyńmy 2a = и, a=; 


u) 


wtedy /(u) = 2/* Ë 2) 1, czyli (5) =+;/ (rf EN 1-1, 
Niech 6 


a 


эт’ 


u = а, - A 27 Ы 


= роь =з} + 
faj=> = + 2 SARA | j 


przyczem wartości szukane są tu “аА jednoznacznie 


przez wartość +- pierwiastka, gdyż >,, należy do przedziału (0, а), 


ża 


a więc wartość / >) jest dodatnia. Tak więc wartość szuka- 


nej funkcji dla й----» przy m > o całkowitym jest w zupeł- 


że 
ności i jednoznacznie wyznaczona. 

Poprzednio z wartości funkcji f(u) w punkcie u = a wy- 
prowadziliśmy wartość tejże funkcji w punkcie u=pa, gdzie 


р > o całkowite. Zastępując punkt u = a punktem u = + 


>,» znaj- 
am ; J 


dziemy wartość f(u) dla u = 5, - 
kowitemi dodatniemi, zresztą dowolnemi. 

By posunąć się dalej, musimy zrobić założenie, tyczące 
się wartości f(a); mianowicie może być /(a) > 1, /(а) = 1, 
f(a) < 1. Ponieważ usunęliśmy przypadek / (а) = 1, więc można 
przyjąć pod warunkiem ewentualnej zmiany punktu а, że /(a)-F 1. 
Rozpatrzmy najprzód przypadek f(a) < 1 

Można znaleźć kąt Ө, posiadający tę własność, że cos Ө = 


а, gdzie p i m są liczbami cał- 


= f (a) > о, przyczem о << 6 < 2) © określone jednoznacznie. 


Z łatwością przekonamy się, że: | 


f (2a) = соѕ20, 
Г (3a) = соѕ30, 


f(pa) =cospo. 
a) Ө (a 
Tak samo: г) = COS 2, ғ) = с05 >» `° 


Wreszcie: f (57 ) — cos (E) З 
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Udowodniliśmy więc, że w przypadku /(a) < 1, dla a= a, 
тату /(u) = cos [а Е 5) == Cos4au, kładąc 4 = S- 

Stąd wniosek, że: /(u) =cosżu SIĘ (10) 
dla każdej wartości u > o. Wynika to z dwóch okoliczności, 
р 
әт 
być dobrany ciąg liczb tego kształtu o granicy równej z, i 2° że 
funkcje f(u) i соѕ/и są funkcjami ciągłemi zmiennej u. 

Na początku zrobiliśmy założenie, że funkcja ciągła f(u) 
istnieje; otóż to założenie jest spełnione, bo funkcja ciągła cos Au 
spełnia, jak wiadomo, nasze równanie funkcyjne. Udowodniliśmy 
więc, że w przypadku, gdy w punkcie u=a*) funkcja jest 
mniejsza od jedności, to niema innej funkcji ciągłej, spełniają- 
cej nasze równanie funkcyjne, oprócz /(u) = соѕ/и. Jeżeli 
znamy wartość funkcji w jednym takim punkcie a, to tem sa- 
mem wyznaczone są wszystkie wartości tej funkcji jednoznacz- 
nie i ich zbiór tworzy funkcję cos ди. 

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek f(a) > 1. 

Niech więc /(а) >1. Zawsze można wobec tego znaleźć 
taką liczbę dodatnią r, większą od jedności, że: 


19 że do każdej liczby u >0, nie będącej kształtu . а, może 


Й(@) = Š (r kz): wtedy : 
fed = [+ p): 
га) = [T аре» 


zapomocą indukcji udowodnimy, że: 
Гра) = e + r °P). 


Tak samo znajdziemy: 


Ж) Punkt a > о jest dowolnym punktem, spełniającym warunek, że 

w przedziale (о, с) funkcja f(u) > o; takich punktów а jest nieskończenie 
wiele, gdyż / (0) = 1, a f(u) jest funkcją ciągłą. 

2* 


ZEE = w Бы ж. .. 2 


20 


zapomocą indukcji udowodnimy, że: 


KE” NWAI 
f(z) = 3 (rżr Hr 2"), 
i ostatecznie: 2 a) = 5 (r2" - ғ 2"), czyli: 
ЫЛ a AF (= er - |gr 
(и) = 5 (ғ r | - >| e | = Сафа, 
gdzie == > Ірг - 0, 
przyczem równość ta f (u) =Chau zai. a, ог. 


została udowodniona tylko dla tych wartości u, które są kształtu 


u а, gdzie p i m dowolne liczby całkowite dodatnie. 


Р. 
Эт 
Opierając się na ciągłości funkcji / (u) i Ch au, udowodnimy, 
rozumując jak poprzednio, że: 

f (u) = Chiu 
ma miejsce dla każdej wartości u. Tak więc nasza funkcja 


w tym przypadku jest identyczna z funkcją Chu, która to 
funkcja, jak wiadomo, spełnia równanie funkcyjne: 
f(u +v) 1-7 (u — v) = 2f (u) . f @), 

i innej funkcji, spełniającej to równanie i warunek /(a) > 1, 
niema. 

Tak więc cosAu i СЛ/ш są jedynemi rozwiązaniami cią- 
głemi naszego równania funkcyjnego, (przyczem 2 >0 jest 
liczbą dowolną), o ile odrzucić rozwiązania banalne /(u) = 0 
i f(u) = 1. Funkcje znalezione cos ¿z і Сл ¿u spełniają także, 
jak łatwo sprawdzić, równania: 4 


fu + у) =f (и). fv + УТ" (и) — 1) (760) — 1). 


15. Wzór na odległość dwóch punktów. 


Poprzednio (Nr. 13) udowodniliśmy, że funkcja, / (u) wy- 
rażająca związek 2,2, — у,у, — x,x, = f(d) między niezmienni- 
kami 2,2, — y,y, - x,X, i d,, spełnia równanie, funkcyjne: 


f(u v) LL f(a — v) =2/(u) . f(v); 


tak więc: 2,2, — X,X, — у,у, = Ch d, lub cos 5а 


Lecz udowodniliśmy (patrz Nr.7), że 2,2, — x,x,—y,y, > 1; 
stąd wniosek, że: 


212, — XX, — Уу, у, = Ch Ad,,, 
czyli: „= |Arg Ch (2,2, — x,x, — Y, Ya) |. СВ) 


Łatwo teraz sprawdzić, że i warunki 2-01 i 3-сі są także 
spełnione. 

Uwaga. W poprzednich rozumowaniach; zakładaliśmy, że 
wyznaczniki х,у, — х,у,, х,у, — х,у, i х,у, — х,у, nie równają 
się wszystkie trzy jednocześnie zeru. Otóż przyjmiemy wzór (12) 
jako określenie odległości między dwoma punktami w przy- 
padku najogólniejszym. Łatwo sprawdzić, że nie wyniknie stąd 
żadna sprzeczność. 


16. Przekształcenie spółrzędnych linji prostej. 


Jeżeli punkt (х, у, 2) leży na prostej (a, b, c), to ax + by + 
--cz=0; lecz równania grupy ruchu są: 


X = (4X, - + By, — 71% 
J = G,X, T SOSU se 72, 
сара ах, BY; z (ELSE 


przyczem między spółczynnikami zachodzą znane związki. Na 
skutek tego z ax + by +- cz = 0, wynika: 

(aa;--ba,— ca,) x, ЧЕ (ap, tbb, Л cp) Y, ғ (= ыру sc) Z= 0, 
gdzie x,, y,, z, oznaczaja spólrzedne punktu, odpowiadajacego 
punktowi (x, y, 2). 


Kładąc: а= - ba, — са,, 
WE añ $ 00, — cf ЖЫР е 
e, =— dy, — Dy, --C%, 


możemy otrzymany wynik rówież w sposób następujący, 
zważywszy, że: 

a; Ей —ci =a'(a; -H 8 — у!) +6 (aż "A %) Һе(о рр) -- 
+ 2ab(a,a, BAA 717% Ad 2ac(7,7;— 3,8 s a 1%) + 20е(у,2,-- 
— B.B, — е) = a° ba: —cC=lL 

Jeżeli punkt (x, y, z) leży na prostej (a, b, с), to punkt 
przekształcony (przez ruch) (х,, y,, 2,) leży na prostej (а), 0,, c); 
a,, b,, c, mają wartości (13). 
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Wzory (13) będziemy nazywali wzorami na przekształce- 
| nie spółrzędnych linji prostej (grupa ruchu). 
| Ze wzorów (13) wynika jeszcze: 
| a =a, a, bp, F EY 
| b --а,а, | 5,8,- Ci 72s 
c =a,0,--0,P;-FC, 7 


Widzimy więc, że przekształcenia współrzędnych linji pro- 
stej są tego samego typu, co przekształcenia współrzędnych 
punktu. Będziemy mogli bez nowych rachunków wyprowadzić 
stąd cały szereg wniosków. 


17. Niezmiennik dla spółrzędnych linij prostej. 


Ponieważ spółrzędne linji prostej przekształcają się w ten 
sam sposób, jak spółrzędne punktowe, stąd wniosek, że: 


с.с,--а,4,- b,b 


jest niezmiennikiem dla spółrzędnych dwóch linji prostych, 
Przytem zauważymy, że: 
(a,—a,)* F (b,—b,)? — (с, — с)? = 2(1  (c,c, — a,a, — b,b,)). 


1 


18. Kąt między dwoma prostemi. 


Wspomniany tylko со niezmiennik с,с, —a,a,—b,b, dla 
prostych (a,, b,, с) i (a,, b,, c) jest bezpośrednio związany 
z kątem, jakie tworzą te dwie proste w punkcie przecięcia się, 
| o ile, oczywiście, to przecięcie się istnieje, t. j. o ile 
[а,а, — b b, — cyc, | < 1. 


| Wtedy istnieje kat ç, między temi prostemi, przyczem ç,, 
1 jako funkcja liczb a,, b,,c, i а,, b,, с, ma spełniać następujące 
| warunki: 

1) g,(a,, b,,c,, а,, b,, с,) jest niezmiennikiem grupy prze- 
kształceń ruchu; 
| 2) 4 2 = Pa % 
| 3) Ф%,--0 gdy а,--а,, b= b, с, = c, itylko wtedy; poza 
i tem pp > 0; 
1 4) jeżeli trzy proste przecinają się w jednym punkcie, to: 


| Pis = Pp + Ф. 
Ш Kładąc: aa, + b,b,— 6,6, = (Ф), 
| 
| 


*) Фи» jest więc wartością bezwzględną kąta. 
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i rozumując jak poprzednio, dochodzimy do wniosku, że funk- 
cja /(9,) spełnia to samo równanie funkcyjne, które otrzyma- 
liśmy poprzednio (l. 13). Ponieważ jednak tu |f(9,)| < 1, więc 


о 0,0, -t 0,0, —C,C, = соф. 


Stąd: 
PRF Frccos (a,0, + 6,0, — С,с,| > о. 
Niech a,= — a,, b, = —b,, с, = — сү; wtedy a,a, + b,b, — 
_с{с, = —0—0, - с = — 1. Wybieramy £ tak, Бу: kąt: p, 


w tym przypadku był z; м] takim razie musi być, oczywi- 
ście, k=1. 
Ostatecznie będzie: 
Pa --Агссов (а,а,-- b,b, — сс). 
Łatwo sprawdzić, że w ten sposób określony kąt 4,, speł- 
nia wszystkie cztery wyszczególnione wyżej warunki. 


19. Linje proste nie przecinające się. 


jeżeli 3 proste (a,, b,, c), (a,, b,, c) i (a,, Б, с.) przeci- 
nają się w jednym punkcie, to, jak wiemy: 


| | 

| а, б, С, | 
PNE ак p; a (жа; 

| а, b, с, | 


Odwrotnie, jeżeli A = o, i jeżeli dwie z pomiędzy trzech 
prostych się przecinają, lub są równoległe, to i trzecia prze- 
chodzi przez ten punkt przecięcia dwóch pierwszych lub ewen- 
tualnie jest do nich równoległa. 

Jeżeli zaś A =o i dwie proste się nie przecinają i nie są 
równoległe, to żadnego przecięcia się niema i z trzecią (nie za- 
„chodzi też i równoległość). 

Możemy wtedy wprowadzić pewne idealne punkty; i przy 
tej umowie, gdy A =o, to trzy nasze proste przecinają się 
zawsze w jednym punkcie, ale ten punkt przecięcia się może 
być trojakiego rodzaju, może być właściwym, niewłaściwym 
i idealnym, zależnie od tego czy zachodzi pierwszy, drugi, czy 
trzeci z pomiędzy rozpatrywanych poprzednio przypadków, 
t.j. zależnie od tego, czy: 
la. a, -+ b,b; — сс, | 


jest < 1, równe 1 lub > 1. 


Wszystkie proste, przechodzące przez jeden i ten sam 
punkt, tworzą pęk; pęk będzie pierwszego, drugiego lub trze- 
ciego rodzaju, zależnie od tego, czy wspólny punkt jest wła- 
Ściwy, niewłaściwy (w nieskończoności) czy też idealny. Pęk 
pierwszego rodzaju jest przez powyższe określony w sposób, 
nie wymagający dalszych wyjaśnień; to samo tyczy się pęku 
drugiego rodzaju, który składa się z prostych równoległych. 
Co się tyczy pojęcia pęku trzeciego rodzaju, musimy się nim 
zająć teraz bliżej. 

Stosując rozważania poprzednie, tyczące się niezmienni- 
ków, widzimy, że w przypadku, gdy dwie proste (a,, b,, c) 
i (a,, b,, c) należą do реки 3-go rodzaju, t. j. gdy: 

аа, 0,6, — с, с, | >1, 
istnieje wielkość 4,,, mianowicie: 
A Ате Ch |a,a,+- 6,6, — c,C,|, 


która posiada wszystkie własności, wymienione poprzednio przy 
określeniu długości odcinka i wielkości kąta, mianowicie: 

1) å, jest niezmiennikiem grupy ruchu; 

2) А Pe А; 

3) 4, =o gdy a,=a,, b, =b,, с, = c, i tylko wtedy, w po- 
zostałych przypadkach ¿,, > o; 

4) jeżeli trzy proste należą do tego samego pęku trzeciego 


rodzaju, to: F 
12-42 


22 Гаде 
ar бөз! = hig. 


Ten ostatni punkt wymaga pewnego wyjaśnienia, miano- 
wicie sens jego stanie się jasny, gdy uświadomimy sobie na- 
turę geometryczną tego niezmiennika. 

Przedewszystkiem udowodnimy, że, jeżeli dwie proste się 
nie przecinają, to istnieje wspólna do nich prostopadła. 

` Niech proste (a,, b,, с.) i (a,, b., с.) się nie przecinają, 
t.j. la,a, + b,b,— c,c,| > 1, 

Napiszmy, że prosta (a, b, c) ma być do nich prostopadłe. 

Mamy równania: аа + b,b — сс 0, 
aa + 6,6 — с,с = o, 
а? +b* =— 0° = 1. 

Udowodnimy, że układ powyższy posiada rozwiązanie, 

wyznaczające jednoznacznie prostą. Niech: | 


a = o (bc, —b,c,), b = o(c,a,—c,a,), c = o(a,b;, — а,б.) 
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wtedy dwa pierwsze równania są spełnione, wyznaczmy o tak 
by było spełnione i trzecie równanie: 


орус, — b,c)? F (c,a, — ca, F — (a,b, — a,0,)*) = 1, 
czyli: ot 4(a,a,-- b,b, — ce) — 1) = 1, co daje: 
; 1 
ететт тет ТОСУ 


0 = 


przyczem znaki + odpowiadają dwom możliwym kierunkom 
‚ па tej samej prostej. 

Teraz już łatwo wywnioskować, że pęk trzeciego rodzaju 
jest utworzony ze wszystkich prostych, prostopadłych do tej 
samej prostej, [do prostej (a, b, с)]. 

Spółrzędne (x,, y,, Z) punktu przecięcia się tej wspólnej 
prostopadłej z pierwszą prostą (a,, b, c) spełniają warunki 
następujące: 

aX, r: B y, г 6,2, 0, 
(b, с, Г 5,6.) X, + (ca, — с,а,) Уг (2,0, — а,б.) 2, =0. 

Rozwiązując, otrzymujemy: 

x = » (b, (a,b, — a,b,) — c, (a,c, — c,a,)) = v (a, — a, £ Ch А), 
kładąc:  da,a,--b,b,— сс, = eChA,, gdzie = + 1; 
dalej : Yı ” (b, b, e Ch 5а), ү IC, s Ch Ааа 52 Cj. 

Ponieważ 2; — x, — у; = 1, więc: 

v? (ec, Ch 2, — c,)* — (b, — eb, Ch 4,,)* — (a, — sa, Ch ¿,)°) = 1, 


1 
кей Уса 
Ostatecznie więc: 
73 9 — BE Chh, ia idz 60; СЛА- а GORA ZA 
S Mi o КТУ ТИК ТТТ ЛАНД 
gdzie e Елак Бул 0: 


W ten sam sposób znajdziemy spółrzędne punktu (x,, у,, 2.) 
przecięcia się tej samej wspólnej prostopadłej z drugą pro- 
sta (а,, b,, с.): 


„ec, Ch A, — с, „а, — a,s Ch ¿,, „0, — b, Ch ¿,, 
2 2. 52:6 a — Уы 1 : 


RL ji Sh, £ SHA, 
przyczem s == ТӘК by. z; > 0. 


= € 


Znajdziemy teraz odległość d,, tych dwóch punktów: 


GR: S> xx =y j= &&' (ес, Ch hę — 6,) (ес, Ch A, аура 
12 72 45.2 1567-57 


507), 
“(а —ca,Chi. (a; ea, Ch). (b, —b, Chi, (bsb, Ch.) _ 
RZ 5732, й 
OT ie (С?З, = CHA) Z we! CHAY. 
Tak więc: Сла, = — ғғ е" Сһ2,,; lecz ponieważ Chd, > o, 
Chip >0, więc Chd,=Chż,; ponieważ zaś d, o, 4, > 0, 


to d,, ЖЭ 

Tak więc niezmiennik ¿, wyraża odcinek wspólnej pro- 
stopadłej, zawartej między dwoma naszemi prostemi, t. j. od 
punktu przecięcia się z jedną do punktu przecięcia się z drugą. 

Tem samem zostało wyjaśnione pojęcie реки trzeciego ro- 
dzaju. Dwie proste, nie przecinające się i nie równoległe, posia- 
dają wspólną, prostopadłą; wszystkie proste, prostopadłe do tej 
wspólnej prostopadłej tworzą pęk trzeciego rodzaju. Przynależ- 
ność prostej (a, b. c) do pęku, wyznaczonego przez proste (a,, 
b,, c) i (a, b,, c), wyrazi się więc jako warunek prostopadło- 
ści, przez: 


a(b,c, — b,e,) 0 (c,a, — с,а,) — ce (a,b, — a,b,) = o, 
czyli przy: | ę 5 
a, b, с, | = 0, t.j. istotnie przez A = o. 
азыр, 


20. Niezmiennik mieszany punktu i prostej. 
Odległość punktu i prostej. 


Ponieważ spółrzędne linji prostej przekształcają się w spo- 
sób analogiczny jak spółrzędne punktu przy ruchu, więc musi 
istnieć niezmiennik, utworzony ze spółrzędnych dowolnej pro- 
stej (a,, b,, c) i dowolnego punktu (x,, y,, 2,). Łatwo się prze- 
konać, że tym niezmiennikiem jest: 


a x, +- by, + сг 


Rae 


Niezmiennik ten jest blisko związany z odległością punktu 
X;, У, 2, Od prostej a,, b,, с,. 
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Prosta (а, b, c) prostopadła do prostej (a,, b,, c) i prze- 
chodząca przez punkt (x,, y,, 2,) spełnia warunki: 
aa, +- bb, — ce, = o, | 
ах, + by, +- cz, =0, 


skad: 
а= 0 (0,2, У ра Vilh b= — 9 (с, х, | а,2), С--0 (а,у, “хә; b,x,), 
gdzie: 0 l 


"Vlax, + by + cz 1 
Proste (a, b, c) i (a, b, c) przecinają się, gdyż aa, - 


F bb, — cc, 0. 
Znajdźmy spółrzędne (x, y, z) ich punktu przecięcia się: 
+1 
x= o, (bc, —b,c), gdzie 0, = M = + |], 
ы w e Ут (aa, bb, Se V 
=, (ca, — ac), 
z = (ab, — a,b): 
Tak więc: 
x= e[(c,X, | a,ż,) c, | (ay, + b,x,)b,] о; 


e ((a,7y;— b,x,)a, — (bzi +- y e,)e,) о 
2 8 (0,2, т TAL I (с, х, + 4,2,)a,| o. 
Gdzie: 0 = — —= Я, ==—=====; 
| (a,x, бу, | А НА 


gdzie ғ = + 1, przyczem z > o, t. |. = = sign z; 
қ i . | 
niech a,x, -+ by, --c,2, = Sha; wtedy o = “ер 
10 GE р ДӨ Р ję b Sh, 4 LC, SkA, 
чтуу So. * “SEND SPSS ТҰҒЫЛ. Cha > 


przyczem «= 1, gdyż pray ¿ = 0, poprzednie wzory powinny 
баб X k... Уа 5 

ОС ЖЫКЫ: przez d odległość punktów (x, y, 2) i (2352). 
Wtedy : 


Chd = zz, — хх, = (2: (2, + e, Sh 4) — x, (x, — a, Sh A) — 
PLA, : a 
— y, (у, — b, Sh4)) GI = (1 + Shk? A) Chi” Cha, czyli a= а. 


A więc ax, + byy, + с,2, = + Shd, gdzie а jest odległość 
punktu (x,, y,, 2,) od prostej (a,, 0,, с). 


21. Spółrzędne jednorodne. 


Trzy dowolne liczby A, B, C mogą być uważane za spół- 
rzędne jednorodne: 

1) punktu, jeżeli С? > А? -+ Bš; 

2) prostej, jeżeli C? < А? -+ B; 

3) punktu niewłaściwego lub prostej niewłaściwej, je- 
żeli C? = А? + Bš. 

W pierwszym przypadku będziemy mieli punkt (x, y, z), 


ы - 1 
kładąc х = Ао, у = Во, z=Co, gdzie o = — gi > sj п С, 
а о, у 0 , 9 ‹ 7 иту тани. g 
tak by 2 o. 


[sign С oznacza + 1, — 1 lub о, zależnie od tego, czy C > o 
С<о lub С о]. 


W drugim przypadku będziemy mieli prostą (a, b, с) 
1 


5 


gdzie a = Ао, b = Во, с = Co, przyczem о = + >. 
4 V АЗ-КБЗ--С? 
W trzecim przypadku przejście do spółrzędnych niejed- 
norodnych normalnych nie jest możliwe. 


22. Koło, hipercykl i һогісукі. 


Równanie Ax + Ву + Cz =o t.j. jednorodne pierwszego 
stopnia trzech zmiennych x, y, z wyraża, jak wiemy, prosta 
(o ile A? -++ В? > С?), 

Co wyraża równanie niejednorodne 

Ax >+ By + Cz+ D=o? 

Rozróżniamy trzy przypadki: 

1. 42 - B° < C: 

Równanie Ах — By + С2-- D= о wyraża w tym przy- 
padku koło, którego Środek posiada spółrzędne jednorodne 
А, В, — С. W rzeczy samej, niech ғ oznacza — sign С; niech: 
— тч T ORM dg = 40, 5 "Bo, 6085570: 
- V (2 — A? — ps 

Do=— Аох — Boy — Coz = 22, — уу, — XX, 


O = 


które to wyrażenie, jak wiemy (I. 7), jest większe od jedności, 
ponieważ 2 — о, 2, >> о. Wskutek tego і Do musi być większe 
od jedności, czyli D* >C* — A* — B° i D znaku przeciwnego 
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do С. O ile to będzie spełnione, możemy określić г tak, by 
Chr = бо; wtedy 22, — xx, — уу, = Chr, co wyraża, że od- 
ległość punktu (х, у, 2) od punktu x, yo, 2 jest równa r. Rów- 
nanie nasze wyraża więc koło o promieniu 7. Odwrotnie, miej- 
sce geometryczne punktów (x, y, 2) których odległość od punktu 
stałego (Xo, Vo, 20), jest stała i równa się r, wyraża się równa- 
niem rozważanego typu 22, — хх, — уу, = Chr. Gdy D° < С? — 
— A? — В?, {о równanie nasze nie wyraża żadnego miejsca ge- 
ometrycznego (rzeczywistego); gdy D*= С° — А? —B*i D. C < о, 
to równanie nasze wyraża koło o promieniu zero czyli punkt 
X = Хо, у= уо, 2 = %. 
2. Przypadek drugi С? < A? —B*. 


Niech o= + — ы — 
V A> В? — С? 
asot = Бс —Gós wtedy .Ах + Ву — Cz - D = o 


jest równoważne równaniu: 


ax + by --cz=— бо; 
określmy odległość d w ten sposób, by Shd=|Do|, wtedy 
otrzymamy 

ax |-by -cz = + Shd, 
co wyraża, jak wiemy (20), że odległość punktu (x, y, 2) od 
prostej (а, 0, c) jest 4. Łatwo sprawdzić, że odwrotnie miejsce 
geometryczne punktów jednakowo odległych od danej prostej 
jest rozważanego przez nas kształtu. To miejsce geometryczne 
nazywa się hipercyklem. Tak więc równanie 


Ax + Ву + Cz + D = o, 
gdzie А-В?) С? 
jest równaniem hipercyklu. 

3. Przypadek, gdy С° = A* +- B°. 

Jest to przypadek graniczny poprzednich. Omawiane tu 
miejsce geometryczne może być rozważane dwojako, zależnie 
od tego, czy С zmierza do granicy | A*--B* będąc stale 
mniejsze albo stale większe od tej granicy. Сі D muszą być 
znaków przeciwnych; innych ograniczeń dla D niema. W tym 


przypadku krzywa nazywa się Логісукіет czyli kołem gra- 
nicznem. 


| 
| 
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23. Dwa punkty w nieskończoności na prostej. 


Ponieważ do prostej można przeprowadzić przez każdy 
punkt dwie równoległe, każda prosta należy do dwóch różnych 
pęków; przypuśćmy, naprzykład, że do prostej / przez punkt 
jakiś M, nie leżący па |, przechodzą dwie proste równoległe 
до /, dajmy na to l i L. Para prostych równoległych /і /, 
wyznacza jeden pęk, para / i l drugi pęk. Wierzchołkami 
tych pęków są punkty niewłaściwe, należące do prostej /. Tak 
więc na każdej prostej mamy dwa punkty niewłaściwe, które 
będziemy nazywali końcami prostej. 

Niech daną będzie prosta: ax -- by -+ cz = 0. Kładąc х = 

гсоѕ Ө, y=rsin6, тату z=|1--r* i równanie przy- 
biera postać 


a cos Ө --b sin Ө +-c|/ 1 + >= 0; 


niech r — œ, to równanie poprzednie zmieni się na a cos Ө + 
-- b sin Ө --c=0, skąd dla punktu w nieskończoności 
— ac + b —bc +a 
Ө = == sin Ө: . 
cos 81 sin FI 

Ten sam wynik moglibyśmy otrzymać w inny sposób, 
zauważywSzy, że w naszej interpretacji możemy podporządko- 
wać naszej prostej półhiperbolę, a punktom w nieskończoności 
na prostej odpowiadają punkty w nieskończoności na hiperboli, 
przyczem wartości, znalezione poprzednio Ша сіп Ө і cos 9, 


dają kierunki asymptot do hiperboli. 


Zauważymy dalej, że przy zamianie liczb a, b, c przez 
liczby — a, — b, — с, wyrażenie —ac--b przechodzi па 
— ас — b, a wyrażenie — bc — a na —bc--a, skąd wniosek, 
że przy tej zmianie znaku spółczynników a, b, c przestawiamy 
„końce* prostej. Można więc prostą rozbić na dwie półproste, na 
ax-|-by--cz=0 i na — ax —by—cz=0, czyli na (a, b, с) 
i па (— a, - b, — с). Przyczem każda z tych półprostych bę- 
dzie miała tylko jeden „koniec*. Półprosta tem się różni od 
prostej, że posiada oznaczony kierunek (zwrot), przyczem każ- 
demu kierunkowi odpowiada jeden „koniec“. 

Z tego punktu widzenia równoległość dwóch prostych po- 
lega na posiadaniu wspólnego punktu niewłaściwego, czyli 
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wspólnego „końca*. Niech prosta / posiada dwa końce A i В. 
Równoległemi do prostej / przez punkt M, są dwie proste, łą- 
czące punkt M z „końcami* A і В. Można, zresztą, bezpośred- 
nio sprawdzić, że warunek wyrażający, że dwie proste (a, b, с). 
i (а,, b,, с) mają wspólny „koniec“, jest równoważny warun- 
kowi równo ległości aa, + bb, - сс, | = 1. 

Weźmy teraz pod uwagę „horicykl* Ах-- Ву + С2-- 
+ D = 0, gdzie А? — B? = С? i zbadajmy, co wyraża іо rów- 
nanie, w przypadku, gdy D — 0. Przejdźmy i tu do spółrzęd- 
nych biegunowych, x=7cos0, у = гѕіп Ө; połóżmy, dalej 
А---- Ccos y, В = — Csin ф; wtedy równanie nasze przyj- 


5 l 2 P ұсы 
mie kształt: cos (9 — 0) = |/ 1 1а któremu to równaniu nie 


można zadość uczynić przy żadnej skończonej wartości 7. 


Przechodząc zaś do granicy, gdy lim - — 0, otrzymujemy 


cos (0 — g) 1, czyli Ө eg -|-2ka,.cos © = cos 9 =— С: 
4 š B ° 2 š 
sin Ө = sin y = — С: Stąd wniosek, że nasze równanie Ах- 


-Ву-- С2 = 0 nie jest odpowiednikiem żadnego punktu 
w odległości skończonej, lecz może być uważane jako odpo- 
wiednik pewnego punktu niewłaściwego. Taki punkt niewła- 
ściwy będziemy oznaczali przez (А, В, С) z warunkiem А?-- 


F B= 
Powstaje więc pytanie, kiedy prosta (a, b, c) przechodzi 
przez punkt niewłaściwy (А, В, С), który więc ma być „koń- 
сет“ tej prostej. Znaleźliśmy poprzednio dla prostej (a, b, с) 
„końce* wyznaczone przez 
A CZE DM Z —bc +a 

Өзен ет. Ө------- , 
cos Ө a 68 i sin O аз T b° 

stąd widzimy, że 
A= ac —b; B =bc-Ea; C= a —- b*; 

a dla 2-go końca 
A=ac--b, B=bc— a, C= a Hb. 


Odwrotnie, jeżeli dane są А, В i С, i jeżeli określimy trzy 
liczby a, b, c przez równania 


Z a анан 
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na zasadzie których a*--b*=c* 1, to prosta ах + by + 
|+cz=Q0, czyli prosta (a, b, c) przechodzi przez punkt nie- 
właściwy (А, В, С) dla każdego 2; czyli nieskończony zbiór 
trójek liczb (a, b, c), wyznaczony przez poprzednie równania 
na а, b, i c, gdy 4 zmienia się od — оо do + œ, daje nam 
pęk wszystkich prostych o wierzchołku (А, В, С). 

Przejdźmy teraz do „horicyklu* Ах -} By ~- Cz = и, (u + 0); 
odrazu widać, że punkt niewłaściwy (4, B, C) jest granicą 
punktów leżących na horicyklu Ax--By--Cz=u, a więc, 
jak zwykle, powiemy, że horicykl przechodzi przez punkt nie- 
właściwy (А, В, С). 


Niech Ax+ By+ С2 =u 
i Ах - Ву + С2= ш, (и us) 


oznaczają dwa horicykle o wspólnym punkcie niewłaściwym 
(А, В, С) i niech ax + by -+ cz =0, oznacza dowolną prostą 
реки o wierzchołku (А, В, С). Twierdzę, iż odcinek każdej ta- 
kiej prostej, zawarty między punktami jej przecięcia się z jednym 
i z drugim horicyklem, jest wielkością stałą. W rzeczy samej, 
ponieważ 


zag — Б p — BŁ БА pc” 
ШКОЛЫ ЕМДІ; бы ы 
więc bA—Ba=C, Ас — Са = B, С5-- Вс = А, 
a z równań: Ах--Ву--Сг--ш 
ax = by |=CZE= 0, 
wynika, że Су =— (ua + Bz) 
Cx=bu— Аг; 
ponieważ zaś 22 — х? — у — 1 = 0, 


więc (C? — A3— В?)2? 4- 2(A b — Ba)uz— С° — и? (а? — b?) — 0, 
czyli, zważywszy, że С? — А? — В? — 0, 


тату 2Cuz = С? + u (2% + 1). 


Tak więc, spółrzędne punktu M przecięcia się prostej (a, b, с) 
z horicyklem Ах -- By + Cz = и wyznaczone są przez: 


C?+u? (22 1) _ Ви — Аг ua + Вг 


RB ае СУ T 
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Tak samo, punkt М, przecięcia się tejże prostej (а, b, c) z ho- 
ricyklem Ax -+ By- Cz = ш, wyznaczone są przez 


асаа" 


[| 
z, = 2Си, zakk 1), Сх, = bu, — Аз; Су, =— (wa + Bz). 
Niech d oznacza odległość tych punktów przecięcia się M i M,. 
| Chd = zz, —xx, — уу, = 2% ((С* — A? — Вз) zz, + (4b — aB) 
(ы2--иа)-- ша (2° + 1)), bo а? + 6° = 2? + 1. 

қ 2 2 2 
| Czyli C2, Chd— Cu,z + Сиз, — um, (4 + 1) = С” (ш FMA), 
| 2ши, 
| 2Chd =" 4 ML; niech In >u > 0; wtedy C> 0, а 2Shd — 

us i 
а Ғы с Ма ұла 2 pd : Be EN e: 3 с 
ZĘ s к Shd- Chd == ez, czyli d=lg ra: Można, 


oczywiście, odrzucić warunek и, > и, i wzór poprzedni pozo- 
stanie w mocy, o ile u i u, są tego samego znaku, pod wa- 
runkiem, że d oznaczać będzie nie liczbę dodatnią „odległość*, 
ale liczbę, odpowiadającą odcinkowi skierowanemu, liczbę, mo- 
gącą być dodatnią i ujemną; wtedy najogólniejszą postacią po- 
przedniego wzoru byłoby 


gdzie ш i u mogą być już znaków różnych. 

Zauważmy na zakończenie, że dwa końce (А, В, С) 
i (А,, Bı, С,) prostej wyznaczają najzupełniej tę prostą. Niech 
(a, b, c) będzie tą prostą, 


wtedy : ac--b --оА ac—b =0Ą, 
bc—a =oQB i bc--a --ОВ, 
аз--0%-- оС а3--%%--6С,, 

skąd А В, С — ВС, b AC, — А, C 


СС-А Вр CC АА, — BBE 
(-ACHAG BC + CB, 
-В.С-ВС, АС, —A,C 
Wzory te wyznaczają półprostą. Przestawiając końce (А, В, C,) 
i (А,, Bı, Cı), widzimy, że liczby a, b, c zmieniają znak, czyli 
otrzymujemy drugą półprostą. 
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Stąd znów wniosek, że trzy punkty niewłaściwe (А,, В, C;), 
(A;, В, С.) i (A;, B,, Cs) wyznaczają trójkąt o trzech wierz- 
chołkach w nieskończoności, utworzony przez trzy proste, wza- 
jemnie do siebie równoległe. W naszej interpretacji są to ga- 
łęzie trzech hiperbol, wzajemnie do siebie asymptotyczne. 


24. Geometrja analityczna; spółrzędne 
prostokątne. 


Przyjmijmy jako osie proste (1, 0, 0) i (0, 1, 0); liczby te 
spełniają warunek a*--b* —c*=1; oprócz tego proste te są 
prostopadłe do siebie, bo kładąc a, = 1, b, = 0, с, = 0, a, = 0, 


Jako spółrzędne punktu M (x, y, z) w tym układzie pro- 
stokątnym przyjmiemy liczby 5 i 7, wyrażające odległości 
punktu M od osi, czyli od prostych (1, 0, 0) i (0, 1, 0). Ponie- 
waż odległość d punktu (х, у, 2) ed prostej (a, b, с) wy- 
таза się wzorem Shd— ax — by + cz, więc otrzymujemy tu 
Ша š і у wzory 

ЭЕ = x SH == y, 
przyczem dla jednozuaczności odwzorowania, przyjmiemy, że 
51 тора mieć wartości dodatnie, ujemne lub zero. 

Spuśćmy*) z punktu M prostopadłe МР i MQ odpowied- 
nio na oś (0, 1, 0) i (1, 0, 0); MP=n, МО =š. W ten spo- 
sób utworzy się czworokąt trzyprostokątny MQOPM, gdzie 
punkt O oznacza początek układu spółrzędnych. Odcinek OQ 
oznaczmy przez о, odcinek ОР przez u, przekątnią OM -przez г, 
przyczem r będzie oznaczać odległość OM i będzie zawsze > 0, 
gdy tymczasem о i u będą mogły mieć wartości dodatnie 
i ujemne. Ponieważ dla punktu O, x, = 0, у, = 0, 2, = 1, więc 
odległość r punktów O i M wyrazi się wzorem Chr = 22, — 
— XX; — уу,, czyli Chr = z. 


EM pazia 

ү у? 

рез), ет; | Ea p a więc odległość и punktu O (0, 0, 1) 
de m 


Obliczmy teraz и; dla prostej MP jest a= + 


*) Czytelnik zechce wykreślić odpowiedni rysunek. 
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od tej prostej wyrazi się wzorem Shu=ax--by--cz= 
Зя: 150$ 2 
= 2------ + ---, przyczem znak zależy od tego, któr 
+i Стр przy у go, ą 
z półprostych tej prostej bierzemy pod uwagę, czyli zależy od 
zwrotu na prostej. Wybieramy zwrot taki, by u i š były za- 
wsze tego samego znaku, a więc 


Sh$ 
Shu = ch ну 


czyli odcinek и wyraziliśmy przy pomocy spółrzędnych pro- 
stokątnych š i 7 punktu M. Łatwy rachunek daje nam 

Chr 

Chy 


Tak samo obliczymy odcinek OQ czyli o. Dla prostej MQ 


CWE 


mamy b= + 


ҮС. ы” бр A Де. а--0, a więc odległość 


punktu O (0, 0, 1) od tej prostej wyrazi się wzorem Sho — 


= + =, Czyli 
Ea 
Л 
Sho — ChE’ 
przyczem znak obraliśmy tak, by o i 7 były zawsze tego sa- 
Chr 


mego znaku. Dalej Сло р 


25. Spółrzędne biegunowe punktu M. 


Spółrzędnemi biegunowemi punktu M (x, y, z) są: odle- 
głość 7 punktów O i Mi kąt półprostej OM z osią (czyli pół- 
prostą) а--0, b=1, c=0. Wiemy już, że Сйг-- 2, czyli 
Chr = + Shk? + 8/84 --1; pozostaje do obliczenia kąt Ө pół- 
prostej ОМ z osią; dla osi тату а--0, 0 = 1, c=0; dla . 
y b x 


REDNIO jest,a т Vz? EEEE DES T c=) 
a więc cos Ө = аа, 0h, — со =y z 5 
Е. r 


3* 
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ӨН Есет Z 
Ө----- Ë = —;—9 
a stad cos 0 ару» Sin Ө Skr 


gdyż sin © i 7 muszą mieć ten sam znak. 


26. Trójkąt prostokątny. 

Na zasadzie poprzednich wyników możemy z łatwością 
otrzymać szereg innych zależności między wielkościami 5, 7, 
бу DAGOMED. 

Tak naprzykład 

Sh _ Shu Сп) _ Shu Chii Thu . Cthr. 


ожо Shr а АР. НР ChA 
Albo też ze wzorów na sin Ө i сов О otrzymujemy tg © = ak 
czyli Sh$ = Shq cotg Ө; s 


; Sh$  ShycotgO ` 
dalej Shu = айм i Gore 


= Thy . cotg Ө. 


| Możemy z tych zależności skorzystać, by znaleźć związki 
między elementami w trójkącie prostokątnym ABC, gdzie kąt 
prosty jest A, przeciwprostokątna ВС = a, przyprostokątne АС 
i AB są równe bic. Poprzednio mieliśmy do czynienia z trój- 
kątem prostokątnym MOP, przyczem przy utożsamieniu tego 
trójkąta PMO z trójkątem ABC, przyjmujemy, że x >0, y >0, 

Ë czyli, że £> 0, у > 0. Wtedy a=r, b= u, c=, a kat С 

Ë równa się kątowi Ө. Wypiszmy te z pomiędzy poprzednio zna- 

jej lezionych zależności, w których wchodzą jedynie wielkości 

| To Лл O. Santo: 

| Cp == Chu > Chh, 

p Shn = Shr . sin Ө, 

! cos © = Thu. Cthr, 

| Shu = Thn . cotg Ө. 

Zmieniając znakowania, otrzymujemy Ша / АВС: 
Cha = Chb. Chc, 
Shc = Sha. sin С, 


ІІ cos С = Thb. Ctha, 
| Shb = Thc . cotg С. 


Ë Ze wzorów, zawierających kat C otrzymujemy wzory, za- 
" wierające kąt В na mocy symetrji. 
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Tak więc mamy następujące wzory: 


Shb = Sha sin В =cotg С. Thc; 
She = Sha sin C = сор В. Thb; 
cos В =Chb.sin С = Ctha. Thc; : 

„COS EH Chc. su Стат 
Cha = Chb. Chc = сор В. cotg С; 


tę ostatnią równość otrzymujemy, mnożąc stronami równości 
Shb =cotg С. The i She = cotg В. Thb. 


Funkcje są hiperboliczne względem boków, a trygonometryczne 
względem kątów. 

Wszystkie powyższe wzory można objąć jednem prawi- 
dłem mnemotechnicznem w następujący sposób: rysujemy pię- 
ciobok i boki oznaczamy kolejno przez a, B, (c), (b), C; na- 
stępnie mamy prawidło: cosinus każdego wyrazu (hiperbo- 
liczny, jeżeli ten wyraz jest bokiem, trygonometryczny, jeżeli 
jest kątem) w pięcioboku jest równy iloczynowi sinusów wy- 
razów przeciwległych, lub też cotangensów dwóch wyrazów 
przyległych, przyczem elementy (c) i (b) grają osobną rolę, 
gdyż w stosunku do nich należy funkcje z wysłowionego pra- 
widła zastąpić przez odpowiednią kofunkcję, t. |. zamiast np. 
Sh od (c) należy wziąć Chc, zamiast Сіл od (c) należy wziąć 
Thc i tak samo z (). 


27. Trójkąt dowolny. 


Ponieważ ruch nie zmienia ani kątów, ani długości bo- 
ków, można przypuścić, iż jeden z wierzchołków naszego trój- 
kąta jest w początku układu spółrzędnych O, dwa inne wierz- 
chołki są М, (X, y1, 24) i М, (X2, Va, >). Jeżeli М, М, ozna- 
cza odległość punktów M, i M,, to, jak wiemy, САМ, М, = 
= 225 — Xi Xs — уу; lecz z, = CROM,, z, =ChOM,, gdzie 
OM, oznacza odległość punktu O od punktu M,, czyli długość 
boku OM, trójkąta; tak samo OM, oznacza długość boku OM, 
tegoż trójkąta. Niech Ф oznacza kąt między OM, i ОМ,; w ta- 


kim razie cos p = a, a, + b, ba - сс, gdzie a, = — ==, 
|2:--1 
Xi y % 
b, "GZ =, & = 0; у ryt ET zw , == =, С. == 0 
Га zs = 1 Үсен 
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| Wobec tego cos p = — 2128 ue А)» __. рест |22 — 1=SkOM,, 
Vz3 — 1. |22 — 1 


| Ve? — 1 = ShOM,, czyli x, x, + yı = ShOM, . ShOM, . cos g 
| i ostatecznie САМ, М, = ChOM, . ChOM, — Sh O M, . ShOM, cos y. 


Przenosząc ten wzór na trójkąt o wierzchołkach А, В, С 
i o bokach przeciwległych a, b, c, otrzymujemy wzory: 


| Сһа-- Che Chb — Shb . Shc . cos А, 
| Chb=Cha Chc— Sha Shc. сов В, 
Chc = Cha . Chb — Sha . АБ: cos С. 


Nowe wzory na zależności między elementami w trójkącie 
otrzymamy, prowadząc w trójkącie ABC wysokość BD, gdzie 
BD | AC. Otrzymamy dwa trójkąty prostokątne ABD i BDC; 
zastosujmy wzór, wyrażający związek między przeciwprostokątna, 
przyprostokątną i kątem przeciwległym; otrzymamy z ^ BDC: 
ShBD = Sha . sin C, a z A BDA: ShBD = Shc . sin A, czyli 


l 
| 
| 
| 
| Sha Shb She 
| ShA ShB ShC 
| Wróćmy znowu do naszego trójkąta ОМ, М,, i niech 6, 
| >e) i r, oznaczają spółrzędne biegunowe punktu M,, a Ө; i r, — 
| punktu М»; mamy x, = 5/5, = Shr; cos 0,, y, = № = Shr, 
| зїп Ө,; tak samo х, = 5/7; cos Ө,, у = Shr; біп Ө,; a więc 
| X, Ją — yi Xs = Shr, Shr; sin (Ө, — Ө,) = Shr, . Shr . sin p, przy- 

tem tutaj kąt p między ОМ, і OM, może być dodatni albo 

ujemny. 

Ostatecznie więc 
Xi Je — Ху, = Shri . Shr; . біп ç. 


Przejdźmy teraz do dowolnie położonego trójkąta ABC 
i niech х,, yı, Z, odpowiadają punktowi А i tak samo В 
(X; Va, 22) I C (Xs, Ys, 2). 

Utwórzmy wyznacznik 


4:3 а | 
N: Ж, Ж 2519 
X, Уз z, | 


łatwo sprawdzić, że wartość wyznacznika /\ jest niezmiennikiem 
grupy ruchu, gdyż jeżeli wykonamy odpowiednie podstawienie: 
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X, = A Xp + а,у, + 0324, 

MET= pi Xk + BY: e 8,2%. 

Z| == 7 х, ? = 7» Ук -|- VgŻk» 
gdzie k= 1,2,3, а (х,, Yks 2,) oznacza punkt, który powstał 
z punktu (х,, У,, Zk) przez ruch, to 


| а, 4 Gs, | | X, У! 2 | | x, y, 2 
ЛЕЕ 
05" 77, X, У; 2; x Js Z, 


a, a, 


ә dz 
gdyż В, В, В, 


ay A) A 
141 '2 7 


254; 


Gdy punkt С jest w początku układu spółrzędnych, to 
x, =0, У;--0, 2=1 і Л E X p — х,у, = Shr,Shr, cos g. Ро- 
nieważ г, i r, jako długości odcinków, a 9 jako kąt są także 
niezmiennikami grupy ruchu, więc 
ZA = Shb . Shen sin А = She ¿ Sha . sin В = Sha. Shb. sin С = 
= Sha . Shh, ==Shb'. ӨЛ, ==Shc.. Skh,, 
gdzie h,, h,, h, są trzema wysokościami trójkąta ABC. 


Wzory z wysokością h,, h,, h. wynikają stąd, że odległość 0 
punktu O od prostej М, M, w trójkącie OM, M, wyraża się wzorem: 


Б Уа т х,у, 


Shó = — - 
|! (2,2, OZ тте JJ)” кең 


28. Uwagi rozmaite. 


Godnym uwagi jest fakt następujący. Przekształcenia grupy 
ruchu więcej symetrja wyczerpują w naszej geometrji wszyst- 
kie przekształcenia, zmieniające prostą na prostą, bo te prze- 
kształcenia były najogólniejszemi przekształceniami linjowemi 
nad trzema zmiennemi X, у, 2, przy których wartość wyraże- 
nia 2? — х? — у? pozostaje bez zmiany *). Tymczasem rzecz się 


*) Myśmy znaleźli, że współczynniki аһ, Êk, ук, k= 1,2,3 tego prze- 
kształcenia muszą zadość czynić pewnym warunkom, z których wynika, że 
wyznacznik: 


Gy Pua 
а ĝa /a ==} 1% 
аҙ В; 7 
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ma zupełnie inaczej w geometrji euklidesowej, gdyż oprócz 
przekształceń grupy ruchu mamy w geometrji euklidesowej 
przekształcenia homograficzne (kollineacje), posiadające tę samą 
| własność, mianowicie, że prostą przekształcają na prostą. I nie 
|, można tego faktu zmienić przez wprowadzenie innych nowych 
H utworów jako proste, oprócz tych, któreśmy wprowadzili, bez 
naruszenia aksjomatu, że przez dwa punkty przechodzi jedna 
tylko prosta. 

W geometrji euklidesowej prostą zmienia na prostą, poza 
ruchem, naprzykład jeszcze podobieństwo. W geometrji hiper- | 
bolicznej (Łobaczewskiego), jak łatwo widzieć, podobieństwa 4 
niema. By się o tem przekonać, wystarczy przypomnieć sobie 
| wzór Cha = cotg В. соір С, który w trójkącie prostokątnym 
| ABC wyznacza przeciwprostokątną а w zależności od kątów 
| В і С tego trójkąta. Oczywiście, fakt taki stoi w sprzeczności 
| z istnieniem podobieństwa. 

1 Moglibyśmy i dla trójkąta jakiegokolwiek otrzymać wzór, 
ТІМ wyrażający boki a, b, c w zależności od trzech kątów А, В, С, 
ІШ ale poprzestaniemy па tem, zaniechawszy dalszych rozważań 
Í w tym kierunku, gdyż osiągnięte już podstawowe wyniki pozwa- 
lają z łatwością rozwiązać cały szereg zagadnień z dziedziny: 
geometrji Łobaczewskiego, pokrewnych zagadnieniom elemen- 
tarnej geometrj i euklidesowej. Dla przykładu udowodnimy tutaj, 
| że trzy wysokości trójkąta przecinają się w jednym punkcie, 
| (który ewentualnie będzie niewłaściwym lub idealnym), t. j., 
| że trzy wysokości trójkąta tworzą pęk pierwszego, drugiego 
| lub trzeciego rodzaju. | 
| Niech А (x,, y,, 2,), В(х,, у,, 2,) i С(х,, У,, 2) oznaczają 
| trzy wierzchołki trójkąta ABC; wysokości trójkąta są prostemi 
ir. (а, b,, c,), (a,, 5,, с) i. (а, bi: e gdzie a, = 2,(y,Z;— 2), 
ІІ b, =4;, (1X, — GZ, С, == W (x JX), - gdzie ¿q = 1, 2; 3; 
Í 4» А A, sa spółczynnikami proporcjonalności, a X, V,, 2, 


4» 
| oznaczają minory, należące odpowiednio do elementów x,, у;, 2; 
Т w wyznaczniku 

ki | Kiss is” 124 
| X, Jas Z, 
| X; Yz» 2 


ТІН Jeżeli wartość wyznacznika jest -+ 1, to odpowiednie przekształcenia stanowią 
ІШ grupę ruchu. Jeżeli tego ograniczenia nie wprowadzimy, to mamy grupę ruchu 
| rozszerzoną przez symetrję. 
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W takim razie: 
sę — АУ, zX ix, Z; 


1 


c 
„с; == Z74871); б, —z, Y, z; x хиуа 
с YZ; — 2; Y; ша ZĘ ХАТА УХ! 


"Ы w ostatnim wyznaczniku rk elementów tej samej ko- 
lumny równają się zeru, пр. y, Z, — z, Y, З 2Ү,-Бу,%,- 
— 2 Y, rez y,Z, "Z, 2 у,2, айы (ZY, RSE жҰУ- +T 2 Ү;) == 0, gdyż 
Z, + y,Z,T- y, Z, ==0 i t. p. 
Lecz lm bre, R 
„b, 
| a, b, с, 


==() 


wyraża właśnie, że wysokości (a,, b., с,), (а,, b,, с.) i (a,, 6,, с.) 
tworzą pęk prostych. 


29. Teorja równoległości. 


Wróćmy do naszego czworokąta trzyprostokątnego OPMQ, 
utworzonego przez osie (0, 1, 0) i (1, 0, 0) i dwie prostopadłe 
MP i MQ spuszczone z punktu M (x, y, z) przy x > 0, y > 0 
па te osie; półprosta PM jest półprostą (a,, b,, c), przyczem 
a =— бы ‚ ZOE. Е <a —; półprosta QM jest to: 


/уз-1-1 


| 
a, = 0, b, = эк = BEA 
Ç Тхе р. ЕКЕ - 
półproste MP i MQ jest wyznaczony przez wzór: 
cos — a a, + b,b, — сус, ык к = e е _ Shś Shn, 
? [+ үу ЖЕЛ] ChE. Chh 
czyli cos = Th$. Thy < 1, przyczem cos zp - 0. 

Tak więc w czworokącie o trzech kątach prostych, czwarty 
kąt y nie jest prosty, lecz zależy od długości © i v dwóch bo- 
ków czworokąta, obejmujących czyli tworzących kąt, jak to 
wskazuje wzór: ` 


= a więc kąt 1р, jakie tworzą 


cos vy = Th$. Thn. 


Suma więc kątów w czworokącie nie równa się czterem 
kątom prostym, lecz jest mniejsza; tak samo suma kątów 
w trójkącie jest mniejsza od dwóch kątów prostych. 


= 


Odległości РМ i QM punktu M od osi, czyli $ i 7 tworzą 
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spółrzędne prostokątne w geometrji Łobaczewskiego. Prosto- 
padłe te odcinają odcinki ОР = и і OQ = о na osiach. W geo- 
metrji euklidesowej byłoby ОР-- ОМ, OQ=PM, czyli by- 
łoby $= и, у = о. Tu, oczywiście, to nie zachodzi, bo np. 
Shn 
EE жек 
Stąd wynika, że zamiast spółrzędnych š i 7 można uży- 
wać spółrzędne иі n. Wtedy przejście od x, y, z do u i 7 wy- 
raża się wzorami znalezionemi poprzednio 


ХЕС Shi; у 9А z> Сид, Chr. 


Te to spółrzędne zastosujemy teraz do badania linij rów- 
noległych. 

Dzięki grupie ruchu nie zmniejszamy ogólności badania, 
zakładając, że jedna z naszych prostych jest osią (0, 1, 0), 
a punkt M, przez który przechodzi druga równoległa jest na osi 
(1, 0, 0). Niech odcinek MO =p. 

Niech (a, b, c) oznacza naszą równoległą do osi (0, 1, 0); 
wtedy a, = 0, b, = 1, с, =0 i warunek równoległości: aa, + 
bb, — сс, = соз5ф= + 1, przy p=0 lub л. Wartość --1 
odpowiada przypadkowi, gdy nasza półprosta równoległa i oś 
mają ten sam „koniec“, a więc ten sam zwrot czyli kierunek; 
wartość — 1 odpowiada przypadkowi, gdy nasza półprosta ma 
ten sam „koniec*, со oś (0, — 1, 0), leżąca па tej samej рго- 
stej, co oś (0, 1, 0), ale o zwrocie (kierunku) przeciwnym. 

Ponieważ а, =0, b, = 1, с, = 0, warunek równoległości 
даје b=1 lub 6 = — 1, a warunek a*--%* —c*= 1, daje 
а? = с, czyli a= + c. Mamy więc równanie prostej równo- 
ległej w postaci ax + y + az = 0, czyli poprostu y= a. (z + x) 
przy a dowolnem. Wprowadzając spółrzędne u i у, mamy 

Shn = a (Chu Chy + Shu Shn) = аСһ (Chu + Shu), 
czyli: Thy = ае“; 
gdy u=0, to n= p, więc równania dwóch równoległych, prze- 
chodzących przez punkt M będą 

мТл = Tsee 
2) STAZ p ЕР”, 

Gdy ш —- оо, to w pierwszym przypadku + — 0, а w dru- 
gim 7—-|-oo, jeżeli p > 0, lub do — со, jeżeli р < 0. Gdy 
и => — oo, jest odwrotnie. 
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Wracając do spółrzędnych x, y, z możemy równania na- 
szych równoległych napisać w postaci 


Thp.x—y-- Thp . 2 = 
i Thp.x+ y— Тһр. 2—0; 


zmieniając w tych równaniach wszystkie znaki na odwrotne, 
mielibyśmy te same proste, ale półproste byłyby inne. Jaki 
kąt tworzą napisane półproste z osią (1, 0, 0)? 

Na zasadzie wzoru cos 0 = аа, -++ bb, — сс,, mamy cos 7 = 
= Thp; dla półprostych przeciwnych byłoby, jak należało ocze- 
kiwać, | cos p = — Thp. 

Nie zmniejszając ogólności, możemy założyć, że p> 0, 
kąt р wyznaczony przez cos g = Thp jest ostry. Ten kąt т 
między prostą / i prostopadłą, spuszczoną z dowolnego punktu M 
prostej / na równoległą do prostej / (tu па oś), zależy tylko 
od długości tej prostopadłej p i oznacza się przez л(р). Tak 
"> cos a (p) = Thp, 


stąd sin z (p) = ср 


сір x= (p) = Shp. 

Z tych wzorów widzimy, że kąt ten z(p) zmierza do zera, 
gdy p — co, a dąży do kąta prostego, gdy p — 0. Zależność ta 
między kątem л(р), a odległością p, jest zasadniczą w geo- 
metrji Łobaczewskiego. 

Prosta (a, b, c) przecina oś (1, 0, 0) tylko wtedy, gdy 
|а|< 1 i kąt utworzony z tą osią jest arcosa dla półprostej 
(a, b, c), a л — arcos a dla półprostej (— a, — b, —c). Так 
samo prosta (a, b, c) przecina oś (0, 1, 0) wtedy i tylko wtedy, 
gdy |b|< 1; przypadek, gdy a= + 1 odpowiada równo- 
ległości do osi (1, 0, 0), a b= + 1 wyraża równoległość do 
osi (0, 1, 0). 

Stąd wniosek, że proste 

s x Ж €y 4852 = 0, 
gdzie e,, e, i e, oznaczają --1 albo — 1 są równaniami pro- 
stych, równoległych jednocześnie do obu osi; mamy 8 możli- 


wych przypadków czyli 8 półprostych, ale tylko 4 różne rów- 
nania, t. |. tylko cztery różne proste, mianowicie 4 proste, łą- 
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czące 4 „końce* tych osi. Przechodząc do spółrzędnych m i n, 
równania te przyjmują kształt 


Thy = + е ЕЕ, 


Gdy w Thy = e“, u>— оо, to 4 0, 7 > 0; gdy и — 0: 
to n>--o0o; u nie może tu być większe od zera. Prosta 
Thy = e“ przebiega całkowicie w drugiej ćwiartce u < 0, 7 > 0. 
Do każdej więc z czterech Ćwiartek przynależy jedna z czte- 
rech naszych prostych. 


30. Równanie hipercyklu, horicyklu i koła. 


Hipercykl jest miejscem geometrycznem punktów jedna- 
kowo odległych od prostej. Równanie hipercyklu przyjmuje 
postać najprostszą, gdy tą prostą jest jedna z osi, np. (0, 1, 0). 
Wtedy równanie przyjmuje, oczywiście, postać =, gdzie 2 
jest stałą odległością punktów miejsca geometrycznego. 

Dla celów, związanych z późniejszemi rozważaniami, ob- 
liczmy długość cięciwy 0 hipercyklu 7 = 2, łączącej dwa do- 
wolne punkty tej krzywej M, i M, о sp ЕРУ АРЫ odpowiednio, 
Miy=Ai mi т, = А. Wtedy Ша M, mamy 


x, = Shu, САА 
у, = Sha 
Z =;ChAChgh 


a dla punktu M, š 
пе . Sus 


y, = Sha 
2, = САА. Chu, 
Chó = 2,2, — x,x, — y,y, = Ch?A Ch (и, — ш.) — Sh?A; 


seS = > (Chó — 1) = Ch? A sk” "Su. 
skad Sk — ChA Sht“ zb 
Przejdźmy teraz do horicyklu. 


Równanie Ax -+ By + Cz =D, gdzie А? -- B° = С?, przed- 
stawia, jak wiemy horicykl. Jeżeli przechodzi przez początek, 


t. |. przez punkt х--0, у = 0, z= 1, to 
GHP: 
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Jeżeli horicykl ma przechodzić przez jeden z punktów 
w nieskończoności, czyli „końców* osi (0, 1, 0), to b=0 
i a= + с, skąd równanie przybiera postać 


ZEXx=M, 
czyli Chu Chm + Chn . Shu=1, Chn . е" =1 
i ostatecznie Сһц--е" lub Chy = ег, 


przyczem dla pierwszej krzywej zawsze и > 0, a dla drugiej 
u < 0, bo Chy > 1. 
Tak więc prostą postacią równania horicyklu jest równanie 


Сї e: 


Rozpatrzmy wreszcie trzeci przypadek: koło. Równanie 
Ax + Ву + Cz = D, gdzie С? >'A? + B? przedstawia koło; tak 
więc 2-- 4 jest równaniem pewnego koła. Zaraz zobaczymy, 
że jest to koło o Środku w punkcie początkowym układu 
i o promieniu 2, czyniącym zadość warunkowi Chî = а. 
W rzeczy samej, jeżeli odległość punktu (x, y, 2) od punktu 
(0, 0, 1) stale równa się 1, to 


САА = zz, — xXx, YY 
gdzie x,=0,- У,--0, 2, = 1, 
a więc 2 SGH 


Jeżeli teraz przejdziemy do spółrzędnych prostokątnych 
шіл, to równanie przyjmie postać 


Өй . Chu = САА; 


to jest równanie koła w najprostszej postaci. 


31. Długość łuku. 


Jeżeli 45 oznacza długość cięciwy, łączącej dwa punkty 
(х, y, z) i (x + Ax, y + Ay, 2-42), to 
ChAs = 2 (z + А2) — x (x + Ах) — y (y + Ау), 


czyli 242 —хАх —– уду = СһАѕ — 1 = 2. 555. 


Ponieważ 2% = x y+], 
dał (2-42)! = (x + 4х)*-- фу 4)* + 1, 
czyli 2242 + 42? = 2x Ax + 2yAy + 4x? + Ауғ, 


], 
| 
| 46 
| 


a więc z4z—x4x—yAy=4|4x* + Лу? — А22), 


czyli 4555 = Ax? + Ay? — Az? — As? + wyrazy rzędów wyż- 
szych. 
| Stad, przechodzac do rózniczek, mamy 
| ds? = dx? + ду? — de, 
gdzie ds oznacza różniczkę łuku. 
Przez zmianę zmiennych możemy z łatwością otrzymać 
wzór па ds we spółrzędnych prostokątnych u i n. 
Mianowicie: 
x =ChqyShu, у = һа, 2-- Chu Chy, 
| dx = Chù Chu du + Shy Shu dm 
{| ау = Сллац; dz=ShuChqndu -+ ChuShqndn 


| ах? + dy? — dz? = Саи? + dn’, 
| skąd ds? = Ch? . du? + фр. 
| 


Możemy wreszcie wyrazić ds przy pomocy spółrzędnych 
biegunowych (r, 0). 
x = Sh$ = Shr cos © 
у= Sh?) == Shr sin6, 2 = Chr 


| 
| 
| dx = — Skr sin Ө dO -+ Chr cos Ө dr; 
| dy = Shr cos Ө dO + Chr sin Ө dr; dz — Shrdr 
ах? ау? — dz? = аг F Shr . d6*, 
| czyli ds? = аг? + Sh?r . 405, 
Dla przykładu obliczmy długość okręgu koła: 
wtedy t= Const "dr = 0 


ds? = Sh*r 740%: qs=Shr.d6 
Ө» 
s = Shr | dO = Shr (Ө, — 6,) dla łuku koła. 
| 'Ө. 
| Długość okręgu koła o promieniu 7, równa się więc 
s=2uShr. 


Obliczmy teraz długość łuku hipercyklu. 
Równanie hipercyklu 


n = = stala; dn = 0 
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ds? = Chq?du* атр = Cha d uz 
ASEZChA аш 


SĘ CH | du = (u, — ш). Cha; 


jest to długość łuku między dwoma punktami M, i M,, których 
spółrzędne są m, і = i и, і 0, = 4. Liczba A jest pa- 
rametrem stałym, charakteryzującym krzywą, а m, — m, jest 
odległością rzutów punktów końcowych M, i M, łuku na oś 
hipercyklu. 

Łuk horicyklu. 


Równanie horicyklu Chu = e"; 
ds? == Ch?ndu? + ар; 
lecz  Shydysze"du=Chqdu; Ch due = Sh dn; 
stad 452 — Shżydq? T dq? = С”? а. 
ds =Chydn 
S= | Chqdy = Shn, — Shn, 
32. Mierzenie pól. 
Zaczniemy od stwierdzenia następującego faktu: wyrażenie 


ах z jest niezmiennikiem grupy ruchu. 


W rzeczy samej, grupa ruchu jest określona przez 
przekształcenie, podporządkowujące punktowi (x, y, z) punkt 
(x,, y 2): е 

X = a xX; SĘ ау, T 62» 
у = Вх, + В.У, + 8,2» 
2--7,Х,--%У,- T YZ; 


gdzie y, — 9,4, — 8,8, =0 | 
Tada - BB G; a, 0 
717% P 3,8; -- 0404 = 
i GSR 
Gy s B у, Ж ес 1. 
| dg В, їз | 


Niech do = dxdy; do, = dx,dy,. 


do = Ado,, gdzie Л jest wyznacznikiem : 


0x 0x | | д2, д2, 
- — P> а. dy ZA] 
Бе ох, oy, к< Ë 0X, t ду, 
д д ТАЙ д2 д2 
бу. у | 3, — В, = = 7, D, = 
| 0x, ду, * дх, "dy, 
с, ра 02, | a, a д2, | а, а, 02, 92, |а, а 
489324: ду, | В, В дх, | В, В x, dy, |В, В 
д2 x д2 ) 
lecz 22 — х? — у: =l, skąd — —; —" - Жі, 
0X, 2, ду, 2, 
x x. + L „2 
stad 4= Ją - У; УА 4 17, eż, 4 У, | 13% - ; 
2, 2; 2, 41 
š Z do z do. do 
czyli A = —: = 4 = —: = 
y ЖҰ 22 ŻONO Ti 


1 1 
ахау ах,. dy, 

ZEW HK 
co trzeba było udowodnić. 

Niech S oznacza obszar na płaszczyźnie x, y. Powiadam, 


że całka | — wyraża pole P obszaru S. 


5 
Wynika to stąd, iż: 
1. Jeżeli 5 і U są dwoma figurami przystającemi w zna- 
czeniu geometrji hiperbolicznej (t. |. na mocy przekształceń 
grupy ruchu), to 


czyli 


dxd 
jas 


! ахау | 
| "O 
% Ja, 
2. FAddytywność. Jeżeli obszar 5 jest sumą dwóch obsza- 
rów 5, i 5,, t. j. S = S, + S,, to 
| ахау _ | ахау , \\ ахау 
А 
J А 5 
3. Jeżeli obszary 5 i U ва równe przez rozkład na figury 
przystające (zawsze w znaczeniu geometrji hiperbolicznej), to 
także 


| 0 _ \ ахау. 
S U 


< 
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w rzeczy samej: 
58--6,-Һ8,--...--5,; U=U H U, F... Uni 
Dalej |= 22, а йа ig: 


“/« 2 
Si ‘U: 


Tymczasem (addytywność) 
iz ахау | = ахау | AE dxdy 1/46 ее 
5 


“. 2 
U U U» Un 


| ахау | = (| ахау L | ахау , М ахау. 


Stąd | 4 m, | = А 
Ш =: жей ym pajaki, гу SAU À 


równe przez wyczerpywanie t. j. rozkład na przeliczalną (nie- 
skończoną) liczbę części wzajem przystających. 

To samo rozumowanie, co poprzednio, więcej przejście do 
granicy Ша n — co; zamiast sum skończonej liczby wyrazów, 
szeregi zbieżne o wyrazach dodatnich. 

5. Jeżeli obszar S mieści się całkowicie na płaszczyźnie 
zmiennej х, y, wewnątrz kwadratu o boku 4 + 0, 

| ахау <и 
2 


J 
ро z>1. 
: . (({ ахау 
Zauważymy przytem, że үс = ma zawsze wartość do- 
45 
datnią. 
Do każdego więc obszaru S przyporządkujemy w ten spo- 


sób pewną liczbę P =| =. posiadającą własności pola. 


5 
Każdy inny zbiór liczb podporządkowany obszarom 5, speł- 
niający te same warunki, musiałby być zbiorem liczb dajmy 
4 
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na to Q, proporcjonalnych do P, bo z własności 1%, 3% і 4% 
wynika, że liczby Q musiałyby być funkcjami, jednowarto- 
ściowemi liczb P, a z własności 2% i 5% wynika, że ta zależ- 
ność funkcyjna jest zależnością linjową typu Q — £. P. 
Ponieważ wartość spółczynnika proporcjonalności k zależy 
od jednostek długości i pola, można zawsze przyjąć k=1. 


Pole we spółrzędnych biegunowych. 
x= ӘЛ? cos Ө, су = Shr sin 0, 2-- Chr. 


ах 76%. | 
ыйа 8 = ChrShr 
dy ду | 
дг 00 | 
J 6 
ке Кай. e Shrdrao; 
2 
а więc p == | Wd | Skhrdrdo, 
2 “ы 


Pole we spółrzędnych prostokątnych: и і у. 
x=ShuChq; y=Shq; z=ChuChq. 


ох ау | 
- | 
ди ди | 
A= | Кон |= ChuCh?1. 
| 0x ду | 
др др | 


ахау _ Аана! 
2 7 ChuChy 


= Ch du . dn; 


š dxd A 
a więc | а = | Chn . аша). 
L He 

Zastosujmy, dla przykładu, te wzory do obliczenia pól 
pewnych najprostszych figur. 


1. Pole hipercyklu. 


Niech 5 oznacza obszar, ograniczony brzegiem, utworzo- 
nym przez łuk М, М, hipercyklu 1 = ¿ = stała, przez oś i dwie 
prostopadłe, spuszczone z punktów М, і M, na oś ? = 0. Niech 
4'i n, = A oznaczają spółrzędne punktu M,, a m, i 2, = 2 ozna- 
czają spółrzędne punktu M,. Pole 


5; а 
P=|| Chydndu = | ан | Chndn = Shż . (u, — m), 


5 т 0 
gdzie u, — u, oznacza rzut łuku M,M, na oś. 


2. Pole horicyklu. 


Niech S oznacza obszar, ograniczony brzegiem, utworzo- 
nym przez łuk OM horicyklu Chy=e", (gdzie spółrzędne 


punktu O są u=0, 1 = o; a spółrzędne punktu M są m in), 

przez oś ņ =o i prostopadłą, spuszczoną z punktu М па oś. 
A p COR 6 

(A= | Сһптаиал = \ du | Chn dy = ez" — 1 du =s — Вгсірз, 
-t8 % o “o 


gdzie s = Shy = długości łuku OM horicyklu, a Firctg s ozna- 
cza gałąź główną funkcji arctg s, która dla s = o równa się zeru. 


3. Pole koła: r = stała. 


Р || Shrdðdr = | do | Shrdr = (Chr — 1) (Ө, — 6); 
`% "8: Ба 


wzór ten wyraża pole wycinka koła. Pole całego koła jest 
P=2a (Chr— 1) = 4a Sh. 


4. Pole trójkąta. 

A) Trójkąt prostokątny asymptotyczny t. j. z jednym ką- 
tem równym zeru. Taki trójkąt jest utworzony przez oś 7 = o, 
przez równoległą do osi, przechodzącą przez punkt M i przez 
prostopadłą, spuszczoną z punktu M równoległej na oś. Od- 
ległość punktu M od osi oznaczmy, jak poprzednio, przez p, 
wtedy kąt p = л(р), którą tworzy prostopadła do osi z równo- 
ległą, jest określony, jak wiemy, przez wzór соѕ Ф — Тлр, 
a równanie równoległej jest Thn = Thp . e~"; p > o. 

Oznaczmy przez Š obszar naszego trójkąta asymptotycz- 
nego; wtedy jego pole P wyrazi się następującą całką: 


a © a 


P= | Сал) du = | du | Chdy = | Shn 
А А уа ` 


o o o 


du, 


sadzie а == Ата IRADE "jt. j. Tha = Тар ге"; 
4* 
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e GA | 
a więc P = | UA <P PO | Arc cos (Thpe”") | =— 
Ју таре -+ 


— Arc cos (Thp) = > == p == > + +- 2 = defekt ó, 
gdzie delekt д oznacza л mniej suma kątów trójkąta. 
To się się stosuje i do trójkąta prostokątnego z dwoma 
kątami równemi о; wtedy, gdy p — co, kąt p — 0, i pole zmie- 
д 


тта до = hr (5 4+0 -- 0) = delekt. 

B) Obliczmy teraz pole czworokata trzyprostokątnego. 
Obszar Š w tym przypadku jest ograniczony brzegiem, utwo- 
rzonym przez dwie osie = 0 1 y=0, następnie przez dwie 
prostopadłe MP i MQ, spuszczone z punktu M na osie. Dłu- 
gość odcinka MQ jest 5, zgodnie z naszemi poprzedniemi zna- 
kowaniami (patrz 1. 24), prostopadła zaś MP równa się 4. Dłu- 
gość odcinka OQ oznaczmy przez р, p > 0. Jeżeli ax + by 1 
-;cz=0 oznacza prostą MQ, to z prostopadłości prostych 
(а, b, c) i (1, 0, 0), wynika a= 0; spółrzędne punktu Q są 
x=0, у = Shp, 2 = Chp. Spółczynniki b i c muszą być tak 
dobrane, by b? = с? + 1 i by bShp ~+- cChp = 0; skąd b = Chp, 
c=— Shp i równanie prostej QM jest 


Chp . у — Shp . z = 0; 
przechodząc do spółrzędnych prostokątnych 7 i u, podsta- 
wiamy у = Shy, z = Chn Сһи, czyli równanie przybiera kształt 
Thy = ThpChu. 
Pole czworokąta trzyprostokątnego MPOQ: 


lt а 14 


P= | Chndndu = | du | Chy dn = | Shadu, 


“ J 


PC 5 о 0 o 
gdzie а = аге Th (ТАрСһи), 
czyli Tha = Тір. Chu; 
a wię ERP CR eeh 2 [Arad Thp . Shu _|_ 
V1— TrepCheu V1 — ThepCheu| 
Thp Shu 


SMAR ЕЕ 
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oczywiście ThpChu < 1, czyli Chu < TA bo Thp. Chu = 


= Thy < 1; gdy ņ= оо, to и->ш, przyczem Chu, = 


1 
-— sa Cthp. 

Oznaczmy, jak poprzednio, przez % kąt przy wierzchołku M 
w czworokącie trójprostokątnym MPOQ. Widzieliśmy poprzed- 


nio (l. 29), że cosy = ТАС Tha = ThšThp Chu; lecz Sh$= 


= ShuChnqn, Ch$= Sta , (patrz 1. 24, z» o= p); stąd 7/5 


`` ShuShp _ ShuShp _ : RAPA Ы 
— M. Tho Qha 2 Chg; -cos p с ARE Chu = 


= ThuChpThpChu = ShuShp; іп y = |1 — и Sh?p = 
VCh*p — Sh? p — Sh°p (Chšu —1) = Chp . /1 — Th*pCh*u. A więc 
Shu. Thp 
тр 1 — ThzpChżu. 
naszego czworokąta: 


Р-- Arctg 


Znaleźliśmy poprzednio dla pola P 


cotg y 


ThpShu | 
т перст’ 


teraz możemy napisać: P= Frctg (cotg y) = = — p = 2л — 


Kuj 


<a R — y= 27 | 2 


2 


się 2m mniej suma kątów naszego czworoboku. 

C) Trójkąt prostokątny. 

Niech ABC będzie trójkątem prostokątnym. Ze środka E 
przeciwprostokątnej CB spuszczamy prostopadłą ED na przy- 
prostokątną AC, a z wierzchołka B spuszczamy prostopadłą BF 
na prostą DE. Utworzył się czworokąt trójprostokątny ABFD, 
z kątami prostemi w А, F i D, a z kątem ostrym w В. Trój- 
kąt ABC i czworokąt ADFB są równe przez rozkład, gdyż 
trójkąty CED i EFD są przystające przez obrót (hiperboliczny) 
naokoło punktu E o kąt półpełny. Po takim obrocie odcinek BE 
przystanie do odcinka CE, punkt В padnie na punkt С; pół- 
prosta EF padnie na półprostą ED, a BF BC do CD, 
na mocy prostopadłości. 


| < ts | v), t j. pole P równa 


шыч ннн 


| 
[| 
{| 
fi 
|| 
[| 
| 
| 
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А więc pole trójkąta ABC równa się polu czworokąta 


ADFB => — р = Ko (в + С), ponieważ kąt 1 przy В 


2 2 
w czworokącie = = B + = С. 
A więc pole A АВС = Р= л (> | RCF x8)| = 
= ó =defektowi, t. j. = л mniej suma kątów w trójkącie. 


D) Trójkąt nieprostokątny. 

Niech będzie ABC trójkąt jakikolwiek (nieasymptotyczny). 
Z wierzchołka С spuszczamy prostopadłą CD; powstają dwa 
trójkąty prostokątne ACD i CBD. Pole trójkąta naszego ABC 
jest sumą albo różnicą pól trójkątów prostokątnych ACD 
i CBD, zależnie od tego, czy punkt D leży między AB, czy 
też na przedłużeniu tego odcinka. Z tego, iż pole trójkąta pro- 
stokątnego równa się л mniej suma kątów, z łatwością wypro- 
wadzamy słuszność tego twierdzenia i dla trójkąta ABC, co 
czytelnik sprawdzi sam z największą łatwością. 

E) Trójkąt asymptotyczny. 

Prostokątne trójkąty z jednym lub z dwoma kątami, rów- 
nemi zeru, były rozpatrywane poprzednio, na początku tego 
paragrafu i wynik był zawsze ten sam, iż pole równa się de- 
łektowi. Przejdźmy do rozpatrzenia przypadku trójkąta trój- 
asymptotycznego, t. j. z trzema kątami, równemi zeru. Przy- 
puśćmy więc, że trójkąt ABC posiada boki wzajemnie do siebie 
równoległe, a wierzchołki ABC są punktami niewłaściwemi. Łatwo 
sprawdzić, że istnieje prostopadła do jednego z boków *), bę- 
(А, В, С) przeprowadzić prostopadłą do prostej (a, b, c). Jak wiemy, każda ' 
prosta pęku, wyznaczonego przez wierzchołek (A, B, C) jest kształtu а 


C 


542 a 2) Należy / określić w ten sposób, by zadość uczynić · warunkowi 

prostopadłości. Warunek ten daje = = a + МВА — c¿ = 0, czyli 
3 , Ва — Ab s 

БВ СТА д => i AIZ IA A 3 

(aA+bB—cC) ¿= Ва — Ab, czyli 2 ЗЯ FBFE a e: o ile aA+ 


--bB—Cc-E0. Gdy aA-bB—cC=0, to prosta (а, b, c) przechodzi 
przez punkt niewłaściwy (A, В, С), jak to łatwo sprawdzić, gdyż kładąc c = 7 
równania а? |-b? =2* +1, Аа + ВЬ = С? dają a= ALF В, b: 3 4 
c= 2, co dowodzi, że prosta (а, b, c) przechodzi przez punkt (А, B, С), 
W tym wypadku przeprowadzenie prostopadłej do (a, b, c) przez punkt 
(A, B, C) jest rzeczą niemożliwą. 
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dąca jednocześnie równoległą do dwóch pozostałych boków; ta 
prostopadła przechodzi wówczas przed odpowiedni wierzchołek 
trójkąta i dzieli trójkąt na dwa trójkąty prostokątne z dwoma 
kątami, równemu zeru. 
$ = $, H 5, = 5 - > 

Wzór ogólny sprawdza się i w tym przypadku. Pozostają 
jeszcze do rozpatrzenia przypadki, gdy trójkąt ABC ma jeden 
albo dwa kąty równe zeru, ale nie jest prostokątny. Przypa- 
dek, gdy jeden kąt równa się zeru, nie przedstawia trudności, 
bo stosujemy znowu rozkład na dwa trójkąty prostokątne przez 
spuszczenie prostopadłej z wierzchołka właściwego na bok 
przeciwległy. Ten sam rozkład można stosować i w przypadku 
trójkąta z dwoma kątami równemi zeru. 

Wynik ogólny jest więc taki: pole trójkąta równa się de- 
fektowi, t. j. т mniej suma kątów tego trójkąta. 


--л--(0--0--0). 


33. Zakończenie. 


Przez zastosowanie wyników, osiągniętych dotychczas, mo- 
` glibyśmy rozwiązywać szereg zagadnień geometrycznych geo- 
metrji hiperbolicznej, mając możność stosowania do tych za- 
gadnień metod geometrji analitycznej. Przypuszczam, że czy- 
telnik nie napotkałby trudności przy rozwiązywaniu szeregu 
zadań, o ile zadania te nie są zbyt złożone, wobec tego -cel 
tej pracy jest osiągnięty i na wyłożonem dotychczas poprze- 
staniemy. Natomiast praca ta wymagałaby uzupełnienia w in- 
nym kierunku. Mianowicie, opierając się na interpretacji, sta- 
raliśmy się otrzymać przy jej pomocy szereg własności figur 
geometrji hiperbolicznej, nie troszcząc się o to, czy otrzymu- 
jemy całokształt twierdzeń, wystarczających dla samodzielnego 
stworzenia całości, i jednocześnie niesprzecznych; gdyż nie- 
sprzeczność wynikała, na mocy zasady interpretacji, z nie- 
sprzeczności twierdzeń geometrji euklidesowej. А o samowy- 
starczalność także nie dbaliśmy, gdyż w każdej chwili mogli- 
byśmy czerpać ze źródła, jakiem jest, na mocy interpretacji, geo- 
metrja euklidesowa. Naturalnem więc uzupełnieniem tego artykułu 
byłoby zbadanie geometrji hiperbolicznej z punktu widzenia aksjo- 
matycznego. W tej sprawie odsyłamy czytelnika do prac D. Hil- 
БегРа, przedewszystkiem do jego „Grundlagen der Geometrie“. 


UG ETAP А 


KSIĄŻNICA-ATLAS 
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poleca: 
W. Michalski 
PRZYRODA MARTWA 


Zeszyt 1. Cz. I. Materjał doświadczalny do użytku nauczycieli. 
Wydanie II. 
Str. 131. Z 59 rycinami. Cena zł. 2:40. 


Treść: Niektóre najogólniejsze cechy ciał. Budowa wewnętrzna 

ciał. Własności charakterystyczne cieczy i gazów. Płyny. Prze- 

wodnictwo cieplne. Kalorymetrja. Zmiany faz. Stosunki objęto- 

ściowe w gazach. Ciała stałe. Pierwiastki i związki podwójne. 

Połączenie i rozkład. tomy i cząsteczki. Redukcja związków 

podwójnych. Przemiana jednych związków podwójnych w inne. 
wiązki potrójne 


Nowe to wyd. zostało znacznie rozszerzone, popraw. i uzupełnione. 
Dr. К. Petyniak-Sanecki 


TECHNIKA HANDLU ŚWIATOWEGO 
Część ogólna. 
Str. 356. Cena zł. 12—. 


Treść: I. Warunki rozwoju handlu międzynarodowego. Il. Orga- 

nizacja handlu światowego. III. Technika kontraktów w handlu 

międzynarodowym. IV. Służba komunikacyjna w handlu między- 
narodowym. V. Organizacja handlu zamorskiego. 


A. Pawłowski 


WYKŁAD ARYTMETYKI HANDLOWEJ 


Str. 219. Cena zł. 6--. 


Treść: I Ułatwienia przy rachowaniu. II. Miary, -wagi i monety. 
Ш. Działania na liczbach mianowanych. IV. Rachunek łańcu- 
chowy. V. Rachunek spółki. VI. Rachunek średniego podziału. 
Vil. Rachunek procentu i promille. VIII. Rachunek odsetek. 
IX Obliczenie liczb procentowych. X. Rachunek terminu. ХІ, Ra- 
chunek dyskontu. XII. Obliczenie procentu w rachunkach bieżą- 
cych. XIII. Obliczenie odsetek od wkładek w kasach oszczędności. 
XIV. Rachunek złota i srebra. XV. Rachunek monet. XVI. Obli- 
czanie banknotów zagranicznych. X VII. Rachunek dewiz. XVIII. Obli- 
czanie papierów wartościowych. XIX, Obliczanie papierów warto- 
ściowych na miejscach кишу» XX. Obliczanie towarowe. 

odatek. 
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dzieło... Zwrócę na to poważne wydawnictwo uwagę iraszego Tow. 

technicznego w Pradze*. (Prof. dr. inż. A. Tichy; Wyższa szkoła 
techniczna w Bernie; w liście z 4X. 1923). 
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